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I—Analyse factorielle des correspondances simples I—Analyse factorielle des correspondances simples
L Données et rappels L Données et rappels
Tableau
m Données : 2 variables qualitatives X et Y
X: I={1,...,p} pmodalités
Y. J={1,...,q} ¢ modalités Couleur des cheveux
1 j q brune chatain roux blond Effectifs
- Couleur marron 68 119 26 7 ni. = 220
1 des noisette 15 54 14 10 no. = 93
yeux vert 5 29 14 16 n3. = 64
. : : bleu 20 84 17 94 ng. = 215
Table de contingence | i |-+ --- ny -+ - N, Effectifs n1 =108 ng =286 n3=71 n4=127 n=>592
TABLE 14: Table de contingence : ventilation d'une population de 592
p femmes suivant leurs couleurs des yeux et des cheveux
Ui n
ni= o mi o ng=) mg m=)0% mg
jeJ i€l iel jeJ
X et Y indépendantes ?
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I—Analyse factorielle des correspondances simples I—Analyse factorielle des correspondances simples
I—Données et rappels I—Données et rappels
m Tableau F' des fréquences relatives m Tableau Z; des profils-lignes
1 . q | Marge col. Lois conditionnelles (Y| X = 1)
1 1 j q | Total
= nij Zy = Dl_lF: . i fij fi
b= fig =5 fi R S S S
p :
Marge lig. fi 1 Profil moyen | f1 fj fq| 1
n.; n; m Tableau Z; des profils-colonnes
] .
v — o 7 R o=
avec f; ; fis n fi _ezjf” n Lois conditionnelles (XY = )
1 i - -
j Profil moyen
Interprétation : tableau /' := (fi;);; d’'une loi de probabilité 1 i i
conjointe sur I'ensemble produit I x J : ] :
Marge colonne = (f; )ier : loi marginale de la variable X Zy:=FD7' = Z Iy f
pxp Dr:=dia(f;) X :
Marge ligne = (f;);jes : loi marginale de la variable Y’ P ]}% .
gxq Dy:=dia(f;) Total 1 1
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I—Analyse factorielle des correspondances simples I—Analyse factorielle des correspondances simples
L Données et rappels L Données et rappels
Coul d h = Rappel : indépendance de X et YV :
ouleur aes cneveux
brune chatain roux blond Total ‘V(i,j) elxJ fi= fi.f.j‘
Couleur marron  0.31 0.54 0.12 0.03 1
des noisette 0.16 058 0.15 0.11 1 = tous les profils-lignes sont égaux
yeux vert 008 0.45 022 0925 1 <> tous les profils-colonnes sont égaux
bleu 0.09 0.39 0.08 0.44 1
Profil moyen ou marge  0.18 0.48 0.12 0.22 1 Vi) elx]  ny= ”i-n”-j
Couleur des cheveux Profil moyen
brune chatain roux blond ou marge . L s .
Coul 0.63 0.42 037 006 0.37 m Comparer la table de contingence observée a une table de contingence
0(;’ =l m.arron 0'14 0'19 0'20 0.08 0.16 (sij)ier,jes construite sous I'hypothése d’indépendance avec
es noisette . . . . .
yeux vert 0.05 0.10 0.20 0.13 0.11 Sij 1= nidvg
bleu 0.19 0.29 024 0.74 0.36 "
Total 1 1 1 1 1 Une mesure de I'écart a I'indépendance
TABLE 15: Tables des profils-ligne et profils-colonne 2 _ (4 — 5i5)?
g (27) >
i€l jeJ Sij
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I—Analyse factorielle des correspondances simples

l—Caractére significatif de I'écart a I'indépendance

m Test d’'indépendance du chi-deux

(Hp : indépendance de X et V) — X2 ~ Xfpfl)(q,l)

a4

7 /

‘
Xa

Y

FIGURE 27: Densité du X%p—l)(q—l)

Rejet de Hj si ngs > xi ou Xi est la valeur seuil telle que

P (Xpiyg-n) > Xa) =@

m Notons que x2 représente le quantile Q(1 — «) de la loi X%p—l)(q—l)
m « est traditionnellement appelé le risque de 1™ espéce du test et sa valeur est
fixée a priori.
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I—Analyse factorielle des correspondances simples

I—Caractére significatif de I'écart a I'indépendance

La p-valeur
En général, on préfere calculer la p-valeur associée a un test (et c'est ce que propose
les logiciels de statistique)

Définition 18 (p-valeur)

La p-valeur associée a un test est la probabilité, sous I'hypothése Hy, d'observer une
valeur de la statistique de test T' plus défavorable 3 Hy que la valeur observée T,.

Interprétation
La p-valeur correspond au risque « assumé » en rejetant Hy sur la base de
|'"échantillon qui nous donne T,;,. Plus la p-valeur est faible plus le risque de se
tromper en rejetant Hy est faible.
Remarque : la p-valeur permet de déterminer la décision prise au vu de 1,5 pour
toute valeur du risque «

pour a < p alors pas de rejet et pour a > p, rejet

Pour la Table 14 : x%, ~ 138.29 (avec 3 x 3 degrés de liberté) et
la p-valeur est P(x3 > x2,,) < 1073
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I—Analyse factorielle des correspondances simples I—Analyse factorielle des correspondances simples
I—AFC I—Distance du chi-deux
I Distance di hi-deux (x?
m Objectif : stance dite du chi-deux (x*)
Analyser la liaison entre deux variables pour de grands tableaux de 2
profils dy2(PrL(i), PrL(i) > = > — (=2 -
) e ti N o
m Méthode :
Mesurer les écarts entre les profils-lignes, puis entre les profils-
colonnes m Equivalence distributionnelle
m Choix de la distance : Si PrL(i) = PrL(7') alors on vérifie que I'on peut agréger les
distance euclidienne usuelle deux modalités ¢ et i’ en une nouvelle modalité "
. L\ 2 . ./ 11
Vi, i’ € I dao( PrL(i), PrL(i"))> = 3 (& _ f@’a) (i3 fi)+ @ s fo) = (@5 fio + fir)
jed fl fi/. ) . .
Cette agrégation ne change rien
Mais favorise les modalités de Y bien représentées dans la m aux distances entre les modalités de cette variable et
population (f] important) m aux distances entre les modalités de |'autre variable
Rappel : les lignes et colonnes jouent un réle symétrique. D'ou le Remarque : méme propriété si on subdivise la modalité i’ en
choix de la distance vaut pour les deux tableaux de profils plusieurs sous modalités de masse homogene
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I—Analyse factorielle des correspondances simples

Chapitre 4

I—Nuage des profils-lignes
N (I) C RIVI
m Modalité ¢ de la variable X :
L =PrL(i) = (£ e RVl avec

./ jed
>
jeJ 't
m Nuage C { a e R / o >0, > jesaj =1} dedim. (|J] 1)
m Le poids associé a [; : f;.
m Centre de gravité du nuage est

oGy = Zf@-, OI; = (f;)jes ™ marge du tableau de contingence
i€l

(1 s'interpréte comme une pseudo sous-population présentant

une répartition selon les modalités de Y égale a celle de la

population totale (profil moyen)

Stat. Descriptive / M1 Master MMAS
I—Analyse factorielle des correspondances simples

I—Nuage des profils-lignes

T [ fi i\
d (I, 1) =Y — (& — &) est une distance euclidienne
i fi \fi. [

Chapitre 4 J.

Ledoux
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I—Analyse factorielle des correspondances simples I—Analyse factorielle des correspondances simples
I—Nuage des profils-colonnes I—Ajustement des nuages / Nuage des profils-lignes
1] A . . .
N(J)CR m Objectif d’une méthode factorielle : donner une suite
m Le point j est le profil-colonne PrC(j) de la modalité j de Y : d'images planes approchées du nuage
fij m Indépendance X et Y <= tous les profils lignes sont égaux a
7. Gr=(fj)ies
J/ el

m Son poids est f ;

m Distance entre deux points = distance du chi-deux
L (fiy  fip

d 2 (PrC(j),PrCc(j))? =Y — [ 2 —

s N(J)C{aeRl /a>0,c;0 =1} dedim. (JI] —1)

m G = centre de gravité du nuage

= (fz)zel

= marge de la variable X

2

179 /208

= Mesurer I’écart a I'indépendance =
évaluer la dispersion du nuage autour de Gy

m Ajustement des nuages a un sous-espace selon le principe
d’inertie (projetée) maximum

Principe d'ajustement du nuage NV (I) en AFC
= principe d'ajustement en ACP non normée pour le « nuage

des individus » avec

— individu = profil-ligne

— chaque individu a un poids p; := f;.

— la distance entre les points individus est la distance du chi-deux
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I—Analyse factorielle des correspondances simples

I—Ajustement des nuages / Nuage des profils-lignes

m On centre le nuage des profils-lignes : si F' := (fj)icr jes est la table des fréquences relatives
et Dy := diag(f;.)

iel, PriLG) — (5 —f;
1( ) (f"-l f])jEJ = nouvelle origine = Gy
(écriture matricielle) Zy=D; ' F — D; F— 1|]|1|T]|DJ

Théoréme 10 (Axes factoriels du nuage centré des profils-lignes)

Les axes factoriels du nuage de profils-lignes sont définis comme la base de vecteurs propres
orthonormés (suivant la norme euclidienne du chi-deux) de la matrice |J| x |J|

(28) F'D7'FD; = Dy 1J|" = 21" Zy — Dyl "

ot Dy := diag(f ;).
Dans cette base, I'axe de rang |J| est associé a la valeur 0 et est donc exclu de I'analyse.

= liste de |.J| — 1 axes factoriels

Proposition 3 (Equivalence des analyses centrée et non-centrée)

Avec les notations du Théoréme 10, on a que les axes factoriels du nuage de profils-lignes
s'obtiennent également par diagonalisation de la matrice

(29) FTD7'FDT = 2,7 7.
Cette matrice correspond a une analyse de I'inertie du nuage non-centré.

181208
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I—Analyse factorielle des correspondances simples

I—Ajustement des nuages / Nuage des profils-colonnes

m Nuage des profils-colonnes N (.J) : Idem
Opération de centrage : nouvelle origine = G5

jed, PrC(]z - ($ lfz.)jej
FD7' — FDj'— D1,

Théoréme 11 (Axes factoriels du nuage des profils-colonnes)

Avec les notations du Théoréme 10, les axes factoriels du nuage de
profils-colonnes sont donnés par la base orthonormée de vecteurs propres
de la matrice |I] x |I|

(30) Z;Z;" = FD7'FT DL

La valeur propre « triviale » 1 ainsi que |'axe correspondant sont exclus de
I'analyse.

> liste de |I| — 1 axes factoriels
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I—Ajustement des nuages / Nuage des profils-colonnes

On peut alors vérifier les relations suivantes entre les éléments
spectraux des matrices (29) et (30) :

71" Z;=F'D;'FDTY et Z;7," = FD7'FT DT

Proposition 4 (Relations spectrales)

Les matrices Z;' Zj et Z3Z;" ont les mémes valeurs propres
non-nulles et les axes factoriels correspondants satisfont

1 1 _

(31a) v = ﬁzjul:ﬁmz,lul
1 1 _

(31b) u = ﬁzﬁwzﬁﬂp]lw
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I—Ajustement des nuages / Nuages projetés

Facteur2 - 951%
® MARRON BLEU o

0075

Facteur 1 - 89.37 %

0075

0150

®NOISETTE

0225

0300

. VERT
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I—Analyse factorielle des correspondances simples I—Analyse factorielle des correspondances simples
I—Ajustement des nuages / Nuages projetés I—Dualité en AFC
. Facteur2 - 951% Lignes et colonnes représentent des objets de méme nature
BRUNE H
=—> dualité plus riche qu'en ACP
h BLOND
Al
2
o (27) (nfij —nfifj)
=Y —
5 Faco 093 T nfi.f;
CHATAN 7 J
L (fi 2
_ _ J _
. = ny fi Zf 7
i jeJ /I &
2
= an, dXQ(I,',Gﬁ
02 1/
(32) = n Inertie(N(I))
(33) = n Inertie(N(J))
” ‘ROUX
' L'inertie totale a une interprétation statistique
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I—Analyse factorielle des correspondances simples I—Analyse factorielle des correspondances simples
L_Dualité en AFC / Facteurs L Dualité en AFC / Facteurs
o La distance du chi-deux est associée au produit scalaire euclidien
Définition 19 (Facteur d'une AFC)
o . . ) J . L, Tp-1
Un facteur est défini par le vecteur des projections des points du N(I):u,v e R! |a (w,v)y2 == w Djv
nuage sur un axe factoriel. , _ N(J) :u,ve R (u,v),2 = qul—lv
Le rang d’un facteur est le rang de I'axe factoriel sur lequel la
projection a lieu. Les facteurs s'obtiennent donc par :
Remarque : facteur en AFC = composante principale en ACP 1 1 1
Relations de transition entre facteurs F o= ZJTDl_lvl _ DEIFTDflvz
m Gi(i)
= projection de la ligne 7 sur I'axe factoriel de rang | de N (1) Les relations suivantes se déduisent de la Proposition 4
m [(j) Proposition 5 (Relations facteurs-axes
= projection de la colonne j sur 'axe factoriel de rang [ de N (J) (34a) Gy = VAN D
_ -1
m A\; = valeur propre commune a chacun des deux axes (34b) B = AL D5
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I—Analyse factorielle des correspondances simples

I—Dualité en AFC / Représentations barycentriques

En combinant les Propositions 4 et 5, on obtient les relations de transition
suivantes entres facteurs

Proposition 6 (Relations dites quasi-barycentriques)

1 fii . 1

il Gil)= =3 (%) )= 6= an
A jeJ f’L \/)‘l

. . 1 i . 1

jed, B()= B3 Gy = i = 2,76

NYE~ AV VA

avec

Z<%>=1 et > % =1

jeJ el

= Représentations barycentriques : « Superposition » des pro-
jections de chacun des deux nuages N (I) et N'(.J) sur les plans

Stat. Descriptive / M1 Master MMAS

I—Analyse factorielle des correspondances simples

Chapitre 4

I—Dualité en AFC / Représentations barycentriques

J. Ledoux

Colonnes au barycentre des lignes

N Ly (fa : fis ) _
Fl(j)_\/A_ZE 7 Gi(7) avec% 7 =1

m Au facteur 1/4/)\; prés, la projection de la colonne j sur les axes
est le barycentre des projections des points lignes, chaque ligne ¢
étant affectée du poids (fi;/f;), c'est a dire de la fréquence
d’observation de la modalité ¢ dans la population présentant la
modalité j.

m Les modalités ¢ « lourdes » attirent le barycentre
= une ligne ¢ attire d'autant plus une colonne j que la valeur de

fij est élevée

Lignes au barycentre des colonnes : idem en échangeant les

N
: roles de Fj et G
factoriel L L
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I—Analyse factorielle des correspondances simples I—Analyse factorielle des correspondances simples
L Dualité en AFC / Représentations barycentriques L Dualité en AFC / Représentations barycentriques
MARRON H
o7\ MARRON a2 BLEU oors {Facteur2 - 951% p—
BRUNE =0.63"MARRON +0.14"NOISETTE + 0.05'VERT + 0.19°BLEU BRUNE
A : A
E A
3 o b N sl BLOND
b | Facteur1 - 8937 %
oors oo7s
0150 0150
NOISETTE
0225 0225
0300 0300
025 o 025 50 025 0 035 050
Nuage des profils lignes : placement barycentrique de la modalité BRUNE de |a couleur des cheveux Facteur 1 Nuage des profils lignes : repré on bar i des és de la couleur des cheveux
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I—Analyse factorielle des correspondances simples

Chapitre 4 J. Ledoux

I—Dualité en AFC / Représentations barycentriques

Régles de base pour la lecture des graphiques de
représentation barycentrique
m La position d'un point d'un nuage s'interprete
m comme une distance / aux autres points du méme nuage
m comme barycentre / a tous les points de I'autre nuage
m Sur chaque axe, on trouve
du méme coté d'une ligne 4, les colonnes j auxquelles elle

s'associe le plus
et a I'opposé celles auxquelles elle s’associe le moins

Toute association entre une ligne et une colonne suggérée par
le graphique doit étre controlée sur le tableau de données

Stat. Descriptive / M1 Master MMAS Chapitre 4 J. Ledoux
I—Analyse factorielle des correspondances simples
I—Dualité en AFC / Représentations barycentriques
ours | \MARRON {Facteur2 - 951% BLEU

H A
CHATAIN : BLOND

A

E Facteur 1 - 89.37 %

0075

0150

0225

0300

Nua;:ﬁdesproﬁlslignes: pré i : Y ique des lité delaé:jlleurdescheveux o
103 /208 104 /208
Stat. Descriptive / M1 Master MMAS Chapitre 4 J. Ledoux Stat. Descriptive / M1 Master MMAS Chapitre 4 J. Ledoux
I—Analyse factorielle des correspondances simples I—Analyse factorielle des correspondances simples
L Dualité en AFC / Représentations barycentriques I—Interprétation / Valeurs propres
BRUNE
22 j romre e Les indices d'aide a I'interprétation définis en ACP sont valides
avec les différences suivantes
. m Inertie totale du nuage
N e Inertie(N'(I)) = Inertie(N(J))
" ¢ Facteur 1 - 89.37 %
cHatan® "0'55"55 VEfT Z Z f ’L] f 2. )
o jeJ iel fl fj
p
= 2N
o2 =1
X% =n x Inertie(N(J)) | cf (32,33)
= rlziluage des profils . H é ion bar D " des és dela cofl:ur des yeux o
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I—Analyse factorielle des correspondances simples

I—Interprétation / Valeurs propres

Stat. Descriptive / M1 Master MMAS Chapitre 4 J. Ledoux

I—Analyse factorielle des correspondances simples

I—Interprétation / Valeurs propres

m Calcul de la p-valeur pour tester I'hypothese Hg d'indépendance des
deux variables

2 2
p= P (X(p—l)(q—l) > Xobs)
Plus @ diminue plus Hy est douteuse

m Inertie = Y7, A; est un indicateur de dispersion autour de G
Rappel : X et Y indépendantes si les profils sont identiques

Enveloppe
prochep}i)u centre

m Les valeurs propres sont <1

m Si une valeur propre & 1 alors une réorganisation du tableau de

données
Axe 2 Jl JQ
o
°. ° © ©° I
® Axe 1
.. G ... ¢
Is

m Si deux valeur propre &~ 1 = 3 sous-nuages et 3 groupes de
modalités

m Si toutes les valeurs propres sont ~ 1 chaque modalité d'une
variable est en correspondance presque exclusive avec une seule
modalité de I'autre

Remarque : Analyser chaque sous-nuage séparément

FIGURE 28: inertie totale faible et pas de direction privilégiée
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I—Analyse factorielle des correspondances simples I—Analyse factorielle des correspondances simples
I—Interprétation / Valeurs propres I—Interprétation / Analyse par nuage
m Effet Guttman
Axe 2 . ., .
m Les point intéressants sur les plans factoriels sont
oo o Axel toujours des points éloignés de I'origine (= centre de
00 00 ° I gravité) car les plus différents du profil moyen
o o
o sz . . P e
°© 00 |0°® m Dans le cas général, les points ont des poids différents
o o
o| ©© en AFC
N d ) boli m les coordonnées d'un point sur un axe factoriel
FI1GURE 29: Nuage de points parabolique m sa qualité de représentation
m sa contribution a l'inertie
Redondance des deux variables : . . crex
. . . L . sont des informations différentes
de la connaissance de la ligne 7, on en déduit la colonne j
Toute info dans I'axe 1
Remarque : visible surtout pour les variables ordinales
200/ 208
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I—Analyse factorielle des correspondances simples

Chapitre 4 J. Ledoux

I—Interprétation / Analyse par nuage

Pour I'analyse d'un axe, on s'appuie sur les points présentant
m une forte contribution et une forte qualité de représentation :
points explicatifs de I'axe

m une coordonnée extréme jointe a une forte qualité de
représentation :
points expliqués par |'axe
= ces points sont trés différents du profil moyen et cette
différence est presque entierement traduite par I'axe

m une coordonnée « extréme » jointe a une qualité moyenne de
représentation :
points partiellement expliqués par |'axe
= ces points représentent a un fort niveau les caractéris-
tiques du facteur mais ces caractéristiques s'additionnent
a d’autres

Remarque : cercle des corrélations avec des variables qualitatives
n'a aucun sens

Stat. Descriptive / M1 Master MMAS Chapitre 4 J. Ledoux
I—Analyse factorielle des correspondances simples

I—Interprétation / Analyse par nuage

CONTRIB | COS CARRES COORD
YEUX | Axel Axe2 | Axel Axe2 Axel  Axe2
Marron 43 13 0,97 0,03 -0,49 0,09
Noisette 3 20 0,54 0,34 -021 -0,17
Vert 1 56 0,18 0,77 0,16 -0,34
Bleu 52 11 0,98 0,02 0,55 0,08

CONTRIB | COS CARRES COORD
CHEVEUX | Axel Axe2 | Axel Axe2 Axel  Axe2
Brun 22 38 0,84 0,15 -0,50 0,21
Chatain 5 2 0,86 0,04 -0,15 -0,03
Roux 1 55 0,13 0,81 -0,13 -0,32
Blond 72 5 0,99 0,01 0,84 0,07

TABLE 16: Indicateurs pour les deux nuages
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I—Analyse factorielle des correspondances simples I—Analyse factorielle des correspondances simples
I—Interprétation conjointe I—Interprétation conjointe
Représentations barycentriques " g
Inutiles si les poids affectés aux profils sont du méme ordre de ‘
grandeur
Représentation simultanée e MR s
s . . , BLOND 4
Cette représentation simultanée des deux nuages reposent sur
le placement des colonnes sur le graphique des profils-lignes S s R
mais selon la formule quasi-barycentrique compléte _— Facteur 1 - 8937 %
1 fi
. ] . 01
U er -J
.NDISETTE
Regles de lecture identiques / Représentations barycentriques oz
m Eléments supplémentaires : les relations
quasi-barycentriques permettent de placer les modalités de ” RoUX | s
variables qualitatives supplémentaires sur les graphiques ; s
Représentation simultanée
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I—Analyse factorielle des correspondances simples I—Analyse factorielle des correspondances simples
I—Interprétation conjointe I—AFC et tableau initial de données
. ] . . 7
Bilan de I'AFC pour la Table 14 AFC et approximation du tableau de données
m Une décomposition en valeurs singulieres relativement a (-, -),2
m Nuage des profils-lignes ‘ ol de A"
m Axe 1 : Opposition modalités Marron / Bleu Uy axe actor.le e N(I) — N\
) ) vy axe factoriel de NV(J)
m Axe 2 : Modalité Vert (Noisette)
m Nuage des profils-colonnes La Prop. 4 : Zju; = FDjlul =\
Axe 1 : Opposition modalités Brun / Blond
3 PP - / - FDjlululT =/ )\wlulT
m Axe 2 : Modalité Roux
q q
- . T
m Associations = F D> _Dj'uu '] => vV Avuw
Yeux bleus «— Cheveux blonds (noter la non-symétrie) =1 =1
Yeux marrons «— Cheveux bruns Comme {u;,l =1,...|J[} est (-,-),2-orthonormale alors
Yeux verts (noisettes) «— Cheveux roux q
-1 T
Z?Zl DJ ululT =Jet|F = Z VAL v
=1
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Stat. Descriptive / M1 Master MMAS Chapitre 4 J. Ledoux Stat. Descriptive / M1 Master MMAS Chapitre 4 J. Ledoux
I—Analyse factorielle des correspondances simples I—Analyse factorielle des correspondances simples
I—AFC et tableau initial de données I—F’rocédures SAS
La matrice F' admet une formule de reconstruction en termes des SAS
facteurs (voir Prop. 5) :
1 T
F=) —— DiGi}y' Dy.
= VA
o . . , . L'anal rr ndan impl multipl réalisé
On en déduit la formule suivante (en exploitant également le fait analyse dles correspondances (simples ou multiples) est réalisée
. _ par la procédure CORRESP de SAS/STAT
que la premiére valeur propre est 1) :
Théoreme 12 (Ecart a I'indépendance)
11
V(i,j)eIxJ, |fij=/fif;|1 +Z—\/A—GZ(Z)FZ(J)
1=2 VA
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