Corrigé Controle continu Algebre Linéaire 2 mercredi 1 octobre 2014
9h-10h

1. Soient E, E’ deux espaces vectoriels de dimension finie, B, B’ des bases de respectivement F et E’,
f + E — E’ une application linéaire, et A = g Matg(f) la matrice de f par rapport & ces bases.
Argumenter que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) ker(f) = {0};
(ii) les colonnes de A forment une famille libre dans K™ (o n = dim(E"));
(iii) le rang rg(A) de A est égal au nombre m = dim E de colonnes de A.

v/ Si B=[by,...,bm], les colonnes de A sont f(b1),..., f(bm), exprimés en coordonnées dans la base B'.
Comme Dexpression en coordonnées est un isomorphisme, une combinaison linéaire des colonnes avec
coefficients c1, .. .,cm est nul si et seulement si 0 = c1f(b1) + -+ + cmf(bm) = f(c1b1 + -+ + cmbm),
autrement dit si c1by + -+ + cmbm € ker(f). La famille des colonnes est libre si et seulement si cela
entraine ¢; = --- = ¢m = 0, ce qui est équivalent (car B est une base) a c1by + - - - + ¢mbm = 0 ; donc (i)
est équivalent a (ii). Si cette condition est vérifide, la matrice A posséde m colonnes indépendantes et
donc rang m. Si elle n’est pas vérifiée la plus grande famille libre de colonnes a moins de m éléments,
et le rang de A n’est alors pas m ; cela montre (ii) <= (iii). En utilisant le théoréme du rang, on peut
également établir (i) <= (iii) directement.

2. Dans l'espace vectoriel K™ on considere deux sous-espaces V, W, avec respectivement des bases

[v1,...,vk] et [wy,...,w]. Soit A la matrice n x k avec colonnes vy, ..., vk, soit B la matrice n X I
avec colonnes wy,...,w;, et C = (A | B) la matrice n x (k + 1) avec colonnes vy, ..., Vg, W1, ..., w;.
a. Montrer que pour tout vecteur u € VN W il existe ¢y, ...,cx et dy, ..., d;, tous uniques, tels que
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et qu’alors le vecteur colonne x de coefficients c1,...,ck, —d1,...,—d; vérifie C -z = 0.
\/ Tout vecteur de V est de fagon unique combinaison linéaire de [v1,...,vy], et I’application de A
forme une telle combinaison avec coefficients cy, ..., cg. De fagon similaire pour W, [wy, ..., w],
et Papplication de A. Le premier énoncé traduit cela pour u qui est a la fois dans V' et dans W.
SionacelaC-xz=A(ci,...,c,)+ B(—dyi,...,—d)) = A(c1,...,cx) — B(d1,...,dj)) =u—u=0

b. Si Lo : KF — K™ est I'application linéaire de matrice C' (par rapport aux bases canoniques),
montrer que dim(V N W) = dim(ker(L¢)).

\/ L’ensemble de tels (c1, ..., cg, —di,...,—d;) est ker(Lc), et la correspondance (c1, ..., cp, —dy, ...,
—dj) — Alea, ..., c) (ce qui est aussi —B(dy, ..., d;)) est linéaire et inversible ker(Lg) — V N W
(Papplication réciproque retrouve (ci,...,cg,—d1,...,—d;) pour v = A(ci,...,ck), dont on a

vu que c’est possible et de fagon unique, car u € V N W). L’isomorphisme implique égalité de
dimensions de ces sous espaces (mais ils ne sont pas identiques, car méme pas sous-espaces d’un
méme espace vectoriel : on a ker(L¢g) C Kk+ pendant que VN W C K™).

c. En déduire la formule dim(V N W) + dim(V 4+ W) = dim(V) + dim(W) [ce qui est k + { ici].
vV OnaV+W =Im(Lg)) (car V+ W = Vect(v,..., v, w1,...,w)), et le théoréme du rang dit
pour L¢ que dim(ker(L¢)) + dim(Im(L¢)) = dim(K**!) = k+1, ce qui donne le résultat énoncé.

3. Soit f : K? — K[X]<4 'application linéaire vérifiant f(}) = a(X® — X + 2) + b(X? 4 2X? — 2X),
P(2)
P(3)
évaluations du polynéme P € K[X].4 respectivement en X = 2 et en X = 3).

et g : K[X]<4 — K? Dapplication linéaire vérifiant g(P) = (pys) (dont les coordonnées sont les

a. Si € est la base canonique de K? et B = [1,X, X2, X3] la base naturelle (parfois aussi dite
canonique) de K[X]<y4, donner les matrices A = gMatg(f) et B = ¢eMatp(g).
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. Calculer la matrice C' de g o f (par rapport & la base canonique).
v/ Les colonnes sont g(f (3)) = (33313) = (35) et 9(/(9) = (21323 2323) = (33) : € = (o0 30)-
On peut aussi calculer le produit matriciel C = B - A, ce qui donne le méme résultat.
. Déterminer le sous-espace V = ker(go f) C K?2.
\/ L’équation C - (g) = 0 donne le systéme 8x + 12y = 0; 26x + 39y = 0, dont la solution peut étre
donné sous la forme (z) € Vect (_32), donc V = Vect (_‘0’2)
. Argumenter que f(V) = Im(f)Nker(g) C K[X]<4, et donner ensuite une base de Im(f) Nker(g).

v/ On v €V si et seulement si g(f(v)) = 0, ce qui veut dire f(v) € ker(g). En appliquant f a de tels
vecteurs v on voit que f(V) C Im(f) Nker(g). On a également Im(f) Nker(g) C f(V), car pour
tout w € Im(f) Nker(g) il existe v € E avec f(v) = w, et pour un tel V on trouve v € V, car
f(v) = w € ker(g). Alors V = Vect (5’2) donne f(V) = Vect(f(fz)) = Vect(X3 —4X2 + X 4 6).

. Déterminer dim(Im(f) + ker(g)). [Il n’est pas demandé de trouver une base de Im(f) + ker(g).]

\/ On voit facilement dim(Im(f)) = 2 (les polynémes X3 — X +2 et X>+2X2—2X sont indépendants),
ainsi que dim(Im(g)) = rg B = 2. Donc par le théoréme du rang dim(ker(g)) =4 —2 = 2, et on
vient de calculer dim(Im(f) Nker(g)) = 1. II découle alors de la formule de la question 2c¢ que
dim(Im(f) + ker(g)) = dim(Im(f)) + dim(ker(g)) — dim(Im(f) Nker(g)) =2+2—-1=3.

-2 - Fin.



