Examen 6L23 : Arithmétique dans les anneaux jeudi 16 juin 2011

9h00-12h00

Le polycopié du cours est 'unique document autorisé.

Vous pouvez utiliser tout résultat du cours, ainsi que les énoncés des
question précédentes.

Les parties sont indépendantes.

1. Dans cet exercice K désigne d’abord un corps commutatif quelconque, qui sera spécialisé ensuite par
K = Q ou par K = R. On considérera d’abord une matrice carrée quelconque A € M,,(K), qui
sera spécialisée ensuite par une matrice spécifique dans My (K).

Q.

L w0 R

On consideére ici M,,(K) comme une espace vectoriel sur K (structure définie par Paddition et
multiplication scalaire des matrices uniquement), espace dans lequel les puissances A* de A pour
i € N sont des vecteurs. Pourquoi la famille infinie A° = id, A = A, A2, A3, ... de vecteurs ne
peut-elle pas étre libre 7

D’apres la question précédente il existe d € N telle que la famille A%, A, ..., A% soit liée ; on
prend d minimal, de sorte que la famille A°, A, ... A?"! soit libre. Montrer qu'il existe un
d-uplet unique de coefficients ¢, ...,cq_1 € K tels que oA + -+ + ¢4 1 A9 = A%,

On sait que I'application f : K[X]| — M, (K) vérifiant f(Zf:O a; X = Z?:o a; A* (substitution
de A pour X, notée f(P) = P(A)) est un morphisme d’anneaux. Décrire Ker(f) et Im(f).
Quelle est la relation entre le polyndéme minimal de A et les réponses aux questions b,c ?

Sous quelle condition le sous-anneau commutatif K[A] = Im(f) de M,,(K) est-il un corps ?
On spécialise maintenant A = ((1) 1) € My(K). Déterminer d et co,...,cq—1 de la question b.
On suppose que K = Q ou K = R (les deux cas se traitent simultanément), montrer qu’un
morphisme d’anneaux g : K[A] — R, avec g(Aid) = X pour tout A € K, est déterminé par
g(A) € R. Déduire de la relation cgA° +---+cq_1 A1 = A9 qui est explicitée dans la question
précédente, que seulement deux valeurs pour g(A) sont possibles, qu’on spécifiera.

Montrer que K[A] est un corps si K = Q. Indiquer un sous-corps de R auquel il est isomorphe.
Maintenant on spécialise K = R. Montrer que dans ce cas K[A] n’est pas un anneau intégre.
Soient g, g— les deux morphismes d’anneaux R[A] — R qui sont possibles d’apres la question f.
Montrer que g+ : R[A] — R x R donné par gi(z) = (9+(x),9—(x)) est un isomorphisme
d’anneaux, et décrire son morphisme inverse.

2. Dans cet exercice K est un corps commutatif qui sera spécialisé a la question d.

a.

On suppose que deux polynémes P,Q € K[X] sont premiers entre eux. Montrer que 1'idéal
de K[X] engendré par P et () est égal & K[X] tout entier.

La question précédente implique par le lemme chinois pour les idéaux (vu en TD) que le mor-
phisme d’anneaux f : K[X]| — K[X]/(P) x K[X]/(Q), qui associe & un polynéme la paire
de sa classe modulo P et celle modulo @, est surjectif. Conclure qu'on a un isomorphisme
K[X]/Ker(f) = K[X]/(P) x K[X]/(Q), et donner explicitement ce noyau Ker(f).

. Soit p > 2 un nombre premier. Montrer que a € Z/pZ est un carré dans Z/pZ (et donc la classe

d'un carré k? avec k € Z) si et seulement si a'T € {0,1} C Z/pZ. Combien de solutions a
possede I'équation = =07 Et a™= =17 (Utiliser la structure connue du groupe (Z/pZ)*.)
Soit maintenant K = Z/pZ, Q = X% + bX + ¢ € K[X] un polynéme quadratique unitaire, et
A = b? — 4c € K son discriminant. Montrer que (1) si A = 0 alors Q est le carré d'un polynome
de degré 1 ; (2) si A"z =T alors Q@ est le produit de deux polynomes distincts de degré 1 ;
(3) sinon on a ’égalité AT =p—1€ K, et Q est irréductible dans K[X].

. Montrer que 'anneau A = K[X]/(Q) a p? éléments, et que selon les trois cas décrits on a:

(1) A contient au moins un élément nilpotent non nul ; (2) A contient des diviseurs de zéro mais
pas d’éléments nilpotents non nuls ; (3) A est un corps commutatif.

On considére un nombre n € Z dont la classe modulo p n’est pas un carré dans Z/pZ. Alors
I'anneau commutatif R = Z[/n] = Z[X]/(X? —n) est intégre et contient Z et donc le nombre p.
Montrer p est un élément irréductible et méme premier de ’anneau R.
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3. Cet exercice considére la résolution d’un systeme de relations de congruence dans Z. L’outil principal
est Palgorithme d’Euclide étendu, qui calcule pour deux entiers a,b a la fois d = pged(a,b) et des
coefficients s, t d’une relation de Bezout d = sa+tb. Cet algorithme assez élémentaire a été mentionné
dans le cours (en haut de page 22), mais n’a pas été le sujet d’exercices de TD. On rappelle que I'idée
de base est de déterminer pour toutes les valeurs intermédiaires (restes) dans ’algorithme d’Euclide
aussi des coefficients qui les expriment en combinaison linéaire de a et b. Si toutefois vous n’arrivez
pas a déterminer correctement les coefficients de Bezout nécessaires, vous pouvez les nommer et
exprimer les résultats suivants symboliquement en termes de ces coefficients.

On considere les deux congruences suivantes, pour x € Z :

<

T4r =22 (mod 84) (1)
x =67 (mod 130) (2)

Argumenter, apres le calcul seulement d’un pged dans Z, que la congruence (1) posseéde des
solutions. Que peut-on dire (sans le calculer explicitement) de I'ensemble de ses solutions ?

Déterminer l'inverse de (la classe de) 37 dans Z/42Z.

Trouver une solution particuliere de la congruence (1), et décrire ensuite ’ensemble de toutes
ses solutions.

On considére maintenant le systéme des deux congruences (1) et (2), dont la premieére a été
simplifiée dans les questions précédentes pour donner un systeme de la forme

x=a; (modng) (3)
=az (mod nsg) (4)

avec ai, as,ni,ng € Z (en fait as = 67, ng = 130). Calculer d = pged(ny,n2) et déduire de cha-
cune des congruences une congruence modulo d. Les deux congruences sont-elles compatibles ?

. Si r est le reste modulo d que toute solution du systéme doit avoir (trouvé dans la question

r—T

précédente), on peut introduire une nouvelle variable 2 = £5. Donner un systeme de congru-

ences pour z’ de la forme

2 =a] (mod nj) (5)
/

¥ =ay (mod nj) (6)
ol en plus n} et n), sont premiers entre eux.

Montrer que si y € Z vérifie y =0 (mod n}) et y =1 (mod n}), alors I'ensemble des solutions
du systeme ((5),(6)) est formé des a’ vérifiant =’ = o + y(ah — ) (mod n)nj).
Trouver un tel y & 'aide d’une relation de Bezout pour nj, nj.

Terminer en donnant les solutions du systeéme ((1),(2)) du départ.
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