Controéle continu 6L19 : Géométrie 4 mars 2009
8h15-10h15

Les documents et calculatrices sont interdits

Les trois parties sont dépendantes : les parties 2 et 3 reprennent la
situation des parties précédentes.

1. Soit A, B, C trois points non alignés dans un plan affine A. On munit A de ce repére affine S =
(A, B,C), de sorte que chaque point de A puisse étre écrit en coordonnées barycentriques sous
la forme (z,y,z)s avec * + y + z = 1, et chaque vecteur dans j sous la forme v(s,t,u)s avec
s+t+u=0. On rappelle aussi la notation [«, 8,7]s (avec «, 3, v pas tous égaux) pour la droite
{(x,y,2)s |z +y+z=1,ax+ Py +~v2z=0}.

On choisit des points a € Dp,c, b € D¢, 4 et ¢ € D4 p, qu'on supposera chacun distinct des points
A, B,et C.
a. Expliquer pourquoi on peut exprimer ces points en coordonnées barycentriques en fonction de
trois variables A, 4, v comme
a = (0,)\71 - )\)5,
b=(1-p,0u)s,
c=v1-v0)s,
et indiquer quelles sont les valeurs interdites pour A, u, et v.
b. Exprimer les droites Dy o, Dp, et D, en coordonnées sous la forme [-, -, -]s.

c. Exprimer également les droites Dy, De 4, €t Dg, sous cette forme.

2. On supposera dans la suite que a, b et ¢ ne sont pas alignés (donc Dy, De. q, €t Dy p sont distinctes),
et en plus que Dy . n’est pas parallele a Dp ¢, ni D, , parallele a Do 4, ni D, p parallele a Dy p.
a. Montrer que deux droites [« 8,7]s et [/, 5',7']s sont paralleles si et seulement si

1 1 1
a B ~|=0.
a/ 5/ ,y/

[Indication: un vecteur v(s,t,u)s est dans la direction de la droite [a, 8,7]s si et seulement si
as + Bt +~yu = 0 ; on peut alors donner un systeme d’équations exprimant qu’un vecteur est a
la fois dans les directions des deux droites.]

b. Appliquer cette formule aux droites Dy, D. 4, €t Dgp pour exprimer en termes de A, p, v les
hypotheses données de non-parallélisme avec respectivement D ¢, D¢, 4, et Da, B.
Si deux droites ne sont pas paralleles, on admettra la formule suivante (donnée dans le cours)
pour leur point d’intersection : [, 8,7]s N [, 8,7']s = {3(8Y — 8,70/ — oy, af’ — Ba’)s}, ol
d= 38y —~8 +va' —ay +af’ — fa’ est égal au déterminant mentionné ci-dessus (par conséquent,
le facteur % rend la somme des coordonnées égale a 1).
c. Exprimer en coordonnées barycentriques le point d’intersection P de Dp ¢ et Dy, ainsi que le
point d’intersection ) de D¢ 4 et D, et le point d’intersection R de Dy g et Dg p.

3. Dans la situation ci-dessus, on souhaite démontrer I’énoncé suivant (un cas particulier du théoreme
de Desargues) : Les droites Dy o, Dp ¢t De, sont concourantes ou paralleles si et seulement si les
points P, @, R sont alignés.

a. Exprimer la condition que les droites D4, DPpy et Do, sont concourantes ou paralleles en
termes de A, u, v.

b. Exprimer la condition que les points P, (), R sont alignés en termes de A, u, v.

¢. Montrer 1’équivalence des conditions des deux points précédents, sous I’hypotheése (déja donnée
ci-dessus) que a, b et ¢ ne sont pas alignés. [Indication : il est nécessaire d’utiliser cette hypothese,
car dans le cas contraire (si a, b et ¢ étaient alignés) P, @, R seraient alignés (sur la méme droite
que a, b et ¢), malgré le fait que D4 4, Dpy, et Dc, ne sont ni concourantes ni paralléles.]

Fin.



