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Chapitre 1

Méthodes algébriques pour les courbes planes

Pour ’étude des courbes planes (c’est-a-dire des hypersurfaces de P?(@)), on utilise des méthodes algebriques.
C’est pourquoi nous commencons par faire ici quelques rappels d’algebre.

1.1 Polynémes

Notation 1.1.1 Le degré d’un polynéme a n indéterminées Xy, ..., X,, par rapport a la variable X; est noté
0x, P, le degré total est noté 0°P.

Définition 1.1.2 Un anneau intégre commutatif (unitaire) est factoriel si tout élément non nul se décompose
de maniére unique a l’ordre prés des facteurs et aux inversibles prés en un produit d’éléments irréductibles.

Exemple 1.1.3 L’anneau Z des entiers relatifs, Panneau k[X] (oll k est un corps commutatif), tout anneau
principal, sont factoriels.

Avant de passer au théoreme 1.1.5, on a besoin du lemme suivant.

Lemme 1.1.4 Les éléments irréductibles de A[X] sont

i les éléments irréductibles de A, vus comme polynomes constants ;

ii les éléments non constants de A[X]| qui sont des éléments irréductibles de K[X] tels que le p.g.c.d. de leurs
coefficients est égal a 1.

Preuve du lemme. Montrons d’abord que si P € A[X] est un élément irréductible non constant de A[X],
alors, il est irréductible dans K[X] et le p.g.c.d. de ses coefficients est égal & 1 (& inversible prés).

1. Si P € A[X] est un élément irréductible non constant de A[X], alors le p.g.c.d. de ses coefficients est égal
a1 (a inversible prés).

Soit d ce p.g.c.d.; alors on peut écrire P = dP; et puisque P est irréductible dans A[X], soit d, soit P, est
inversible dans A[X]. Les seuls inversibles de A[X] sont les éléments de A*, le groupe des inversibles de A.
Donc, car P est non constant, d est inversible, ce qui implique que d est égal a 1, a inversible pres.

2. Si P € A[X] est un élément irréductible non constant de A[X], alors, il est irréductible dans K[X].
Supposons que P = PP, dans K[X]; soit d le p.p.c.m. de I'ensemble des dénominateurs des coefficients de
Py et P» (écrits sous forme irréductible). Alors, d’p = Q1Q2, ou Q1 et Q2 sont a coefficients dans A. On
peut décomposer, pour ¢ = 1,2, Q; en le produit d; R;, o R; est dans A[X] et est tel que le p.g.c.d. de ses
coefficients est 1 (a inversible de A pres). On a donc d?>P = d1dsR1Rs. Maintenant, le p.g.c.d. des coefficients
du produit R1R» est aussi égal & 1 (& inversible de A pres) : en effet, si ¢ € A est un irréductible de A, A/qA
est un anneau integre (car (g) est un idéal premier), et R;, image de de R; dans (A/qA)[X] (pour i = 1,2) est
un polynéme non nul de (A/qA)[X], car en effet affirmer que tous les coefficients de R; sont divisibles par ¢



contredit le fait que I’ensemble de ces coefficients a pour p.g.c.d. 1. Donc, R1 R2 est non nul et nécessairement
I'un de ses coefficients est non nul. Ce qui prouve qu’au moins 1'un des coefficients de R1 Rs n’est pas divisible
par q. Ceci est vrai pour tout irréductible g de A, ce qui prouve que le p.g.c.d. des coefficients du produit R1 R2
est égal & 1. Donc, puisque P est irréductible dans A[X], le p.g.c.d. de ses coefficients est 1 et d* = dids2 (&
inversible de A prés). On a donc P = R R, a inversible prés dans A[X]. Puisque P est un irréductible de A[X]
par hypothese, soit R, soit Ro est inversible dans A[X], donc par exemple R1 =a € A et Py =da € K* est
inversible dans K[X], ce qui implique que P est irréductible dans K[X].

Ceci termine la preuve du lemme, car il est clair d’une part que si P € A[X] est réductible dans A[X], bien que
le p.g.c.d. de ses coefficients soit 1 (ou inversible), il 'est a fortiori dans K[X], d’autre part que si le p.g.c.d.
des coefficients de P n’est pas inversible, on peut le mettre en facteur dans P, ce qui prouve que P n’est pas
irréductible dans A[X] L]

Théoréme 1.1.5 Un anneau A est factoriel, si, et seulement si, A[X] est un anneau factoriel.

Preuve. Supposons que A[X] est un anneau factoriel; alors, les éléments de A, qui sont des polynémes
constants, se décomposent de maniére unique en produit de facteurs irréductibles dans A[X]. Pour des raisons
de degré, ces facteurs irréductibles ne peuvent étre que des polynémes constants, donc, en fait, des irréductibles
de A. On obtient donc pour tout élément de A une décomposition en produit de facteurs irréductibles de A,
qui est unique puisqu’il s’agit aussi de la décomposition dans A[X] du polynéme constant associé.
Réciproquement, supposons que A est factoriel ; soit K le corps des fractions de A.

Soit P € A[X] C K[X]; on écrit la décomposition de P en facteurs irréductibles de K[X] (qui est lui-méme
factoriel). On a donc P = P1Ps...Ps; soit d le p.p.c.m. des dénominateurs des coefficients des P; (qui sont
des éléments de K qu’on écrit sous forme irréductible). Alors d°P = Q1Q2...Qs, avec Q; € A[X] et Q; est
irréductible dans K[X] pour ¢ = 1,2,...,s. Soit d;, pour ¢ = 1,2,...,s, le p.g.c.d. des coefficients de @;. On
déduit de ce qui précede que d°P = dida...dsRiR2...Rs, ot pour i = 1,2,...,s les R; € A[X], sont des
irréductibles de K[X] tels que le p.g.c.d. de leurs coefficients est égal & 1, donc, d’apres le lemme 1.1.4, des
irréductibles de A[X]. D’apres la preuve du lemme 1.1.4, le p.g.c.d. des coefficients de R1R2... R, est égal
a 1. Soit § le p.g.c.d. des coefficients de P. On a d’une part P = Py et d°0 = didz...ds donc d° divise
dids . ..ds et le quotient est 0 ; donc, Pp = R1R2...Rs et P =0R1R2 ... Rs. Il reste & décomposer en produit
de facteurs irréductibles 1’élément § de A, pour obtenir une décomposition en facteurs irréductibles de A[X] du
polynome P. ]

Corollaire 1.1.6 Si k est un corps commutatif, alors k[X1,...,Xy] est un anneau factoriel.

Remarque 1.1.7 L’anneau k[X,Y] est un anneau factoriel, mais n’est pas un anneau principal. En effet par
exemple l'idéal (X,Y) ne peut étre engendré par un unique élément de k[X, Y], car si P était cet élément, on
aurait X = P(X,Y)Q(X,Y), donc le degré de P par rapport & X serait inférieur ou égal & 1 et son degré par
rapport & Y serait inférieur ou égal 4 0. Et Y = P(X,Y)R(X,Y), donc le degré de P par rapport a Y serait
inférieur ou égal a 1 et son degré par rapport a Y serait inférieur ou égal a 0. Le polynéme P serait constant
donc nul...

Soit P et @ deux éléments de k[X]; l'algorithme d’Euclide, qui calcule le p.g.c.d. de ces deux polynémes,
permet de savoir si P et @Q ont un zéro commun. Le résultant est un autre moyen pour arriver a ce résultat.

Définition 1.1.8 Soit f = Zaixmﬂ‘ et g= Zbix"ﬂ' deux éléments de A[X]. Le résultant de f et g, noté

i=0 =0
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Res(f,g), est le déterminant de la matrice carrée d’ordre (m + n) suivante, appelée matrice de Sylvester :

apg a1 ... Gp—1 . Gm—1 A 0 o ... 0
0 a ... An—1 - Am—1 Qm 0o ... 0
n lignes
0 0o ... ao ay O o
bg b1 ... bp-1 bn 0 cee eve ... O
0 bo .
m lignes .
o o0 ... ... bo by ... ... ... bp

Théoréme 1.1.9 Si A est un anneau factoriel et f et g sont deux éléments de A[X] écrits comme dans la
définition 1.1.8, tels que aobo # 0 alors f et g ont un diviseur commun non constant si, et seulement si,
Res(f,g) = 0.

Remarque 1.1.10 Si on travaille dans k[X] ol k est un corps commutatif, ’algorithme d’Euclide, qui permet
de calculer le p.g.c.d de deux polynémes, est plus efficace pour dire si deux polynémes ont un diviseur commun.

Pour prouver ce théoréeme, on démontre tout d’abord le lemme suivant.
Lemme 1.1.11 Awec les hypotheéses du théoréme 1.1.9, il y a équivalence entre les deux propositions suivantes :

1. f et g ont un facteur commun non constant.

2. Il existe s et t deux polynomes non nuls tels que le degré de s est strictement inférieur au degré de f, le
degré de t est strictement inférieur au degré de g et

tf —sg=0.

Preuve du lemme. Soit k un diviseur commun non constant de f et g; il existe s et t de degrés strictement
inférieurs respectivement a celui de f et g (car k est non constant) tels que f = ks et g = kt. D’olt on déduit
tf —sg=0.

Réciproquement, on suppose que la condition 2. du lemme est vérifiée. D’autre part, puisque A[X] est factoriel
(car A Test), on écrit les décompositions en produits de facteurs irréductibles de f et g. On a donc :

f=u]]r g=v]]»"
i€l el

ol (pi)icr est un systéme de représentants des éléments irréductibles non constants de A[X], u et v sont des
éléments non nuls de A (on ne les écrit pas dans leur décomposition en produit de facteurs irréductibles de A),
et pour ¢ € I, a; > 0 et 3; > 0. Dans ces conditions, on peut écrire :

’ ’

12 «, ’ .

s:ullpi1 t:vllplf
iel i€l

ot u’ et v’ sont des éléments non nuls de A et pour i € I, o} < a; et 8; < 3; et on sait qu’il existe au moins
un iy € I et un 4z € I tels que d’une part o, < oy, et d’autre part 8i, < 8i,. On obtient donc

tf = qu?i+ﬂ£ _ vafiJra,'i,

i€l i€l

ce qui implique (la décompostion en produit de facteurs irréductibles est unique) que pour ¢ € I, on a a; + B =
Bi + ai. Si f et g n’ont pas de facteur commun non constant, alors pour ¢ € I, si a; > 0, 8; = 0. La condition
qu’on a sur o, implique que justement c;, > 0 donc, on a B;; = 0 et par conséquent §;, =0, et o, = aj, ce
qui est une contradiction. u



Preuve du théoréme 1.1.9. On remarque tout d’abord que la condition apby # 0 assure que les degrés
respectifs de f et g sont exactement m et n. D’apres le lemme 1.1.11, on sait qu’une condition nécessaire et
suffisante pour que ces deux polynémes aient un facteur commun non constant est I’existence de s et ¢ vérifiant
la condition 2 du lemme. Donc, une condition nécessaire et suffisante pour que ces deux polynémes aient un
facteur commun non constant est ’existence de n éléments ¢; non tous nuls de A (0 < ¢ < n—1), et m éléments
d; non tous nuls de A, (0 < j < m — 1) vérifiant

n—1 m—1
D aX" =Y d X" g =0
i=0 j=0

En écrivant que tous les coefficients du polynoéme ci-dessus sont nuls, on obtient un systeme de m + n équations
linéaires homogenes & m + n inconnues (qui sont les ¢; et les d;), dont le déterminant est, au signe pres, le
résultant de f et g. Pour que f et g aient un facteur commun non nul, il faut et il suffit donc que ce déterminant
soit nul. D’ou le théoreme. n

Remarque 1.1.12 La condition pour que les deux polynomes f et g aient un facteur commun non nul est
une condition polynomiale en les coeflicients de f et g : plus précisement, Res(f, g) est un polynéme homogene
de degré m + n en les coefficients de f et g, de degré n en les coefficients de f, de degré m en les coefficients
de g. On généralise cette notion de résultant au cas de polynémes a plusieurs indéterminées sur un corps
algébriquement clos (un polynéme de plus que le nombre d’indéterminées) : le résultant est défini comme un
polynéme irréductible en les coefficients des polynémes considérés, qui s’annule si, et seulement si, le systeme
de polynémes donné admet au moins un zéro commun. Pour plus de détails, voir [5].

On a également la proposition suivante concernant le résultant de deux polyndmes (voit 'identité de Bézout
dans le cas ol on regarde des polyndmes a coefficients dans un corps).

Proposition 1.1.13 Si les hypothéses du théoréme 1.1.9 sur les polynomes f et g a coefficients dans l’anneau
factoriel A sont vérifiées, alors il existe deux polynomes P et Q a coefficients dans A tels que

1. 0°P < 9%, 0°Q<0°f,
2. Res(f,9) = Pf +Qg.

Preuve. Soit

9(X)
On désigne par C; (1 <i < m+n) les m + n colonnes de la matrice de Sylvester de f et g. On a
det(C’1, Cz, Cey Cm+n71, C) = det(C1, Cg, Cey Cm+n71, Cm+n) = ReS(f, g)

On développe det(Cq,Co,...,Cmin_1,C) par rapport & sa derniere colonne, ce qui nous donne le résultat
annonceé. L]

Corollaire 1.1.14 Si f et g sont des polynomes éléments de C[X] tels que aobo # 0, alors, f et g ont un zéro
commun si, et seulement si, Res(f,g) = 0.
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m n p
Proposition 1.1.15 Soit f = Zaimm_i, g= Zbixn_i et h= Zc,-xp_i trois éléments de k[X]; on sup-
i=0 i=0 i=0

pose que agbycy # 0. Alors,

Res(f, gh) = Res(f, g)Res(f, h).

Preuve. Plagons nous dans un surcorps K de k dans lequel les trois polyndémes considérés sont scindés. Il

existe dans ce surcorps des éléments a1, ...,am, B1,...,0n et y1...,7p vérifiant
m n P
FX) =ao [ (X — ) g(X) =bo [ [(x - 8)) h(X) = co [ J(X = ).
i=1 j=1 k=1

Soit Ko le sous-corps premier de K, c’est-a-dire Ko = @ si K est de caractéristique nulle et Ko = IFy, si K est
de caractéristique p (ici p n’est pas le degré du polynéme h). On peut voir le résultant de f et g soit comme
un élément de k, soit comme un polynéme en les « indéterminées » ao, ..., am,bo,...,bn & coefficients dans
Ko. Et de méme, on peut considérer les racines de f et g comme des indéterminées. Tout cela nous amene a
considérer les anneaux de polynomes 4; et As définis par

.A1 = K()[a(),, . .,am,bo,. . .,bn] .AQ = Ko[ao,b(),tl,. .o ,tm,ul,. . ,,un].

Ces anneaux sont des anneaux factoriels. Les relations entre coefficients et racines permettent de construire
un morphisme d’anneaux de A; dans Az de la fagon suivante : on envoie un élément de Ky sur lui-méme, et,

en notant o;(t) le jeme polynéme symétrique élémentaire en (t1,...,tn), 0;(u) le jéme polynéme symétrique
élémentaire en (u1,...,un), Paction du morphisme sur ao, ..., b, est

ao—ag a1 — —ago1(t),..., am+— (—=1)"aoom (L)

bo — by b1 — —booi(w),..., bp— (—1)"abooy,(u)

Ce morphisme est construit de fagon & s’étendre en le morphisme de .4;[X] dans A2[X] qui envoie le polynéme
fsurag(X —t1)--- (X —tm), et le polynéme g sur bo(X —u1) - - - (X —uy). On a de plus le morphisme d’anneaux
de A2 dans K défini par t1 — a1,...,Un — Bn.
On a ainsi deux morphismes d’anneaux

A — Ay — K.

On note R(f,g) 'image de Res(f,g) (qui est dans A1) dans Az; R(f,g) est égal au déterminant ci-dessous,
dans lequel on a factorisé n fois ap (dans les n premiéres colonnes) et m fois by (dans les m dernieres colonnes) :
attention ici on a écrit le déterminant de la matrice transposée, image de la matrice de Sylvester.

1 0 1 0
—o1(t) 0 —o1(u) 0
0 1
G| (1) om(t) 1 —o1(w)

—ot)  (~D)on(w)

0
0 0
0 (~1)™om (1) 0 e (~1) o)

On voit donc que R(f, g) est le produit de agbg’ par un polyndme en t et u. Ce dernier est de degré m en chacun
des uj, puisque son terme de plus haut degré en u est le produit (—1)™"(u1 - - - un)™ des termes diagonaux du
déterminant ci-dessus.

On remarque que pour tout 1 < i < m et tout 1 < j < n, R(f,g) est nul si t; = u;, et est donc divisible par
(ti — uy). Plus précisément, notons gi; -, (X) I'élément de A2[X] obtenu en remplagant u; par ¢; dans g(X).
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Le résultant Res(f, g;—u,) est nul puisque ¢; est une racine commune & f et g¢;—.,;. Donc, si on fait u; = t;
dans R(f,g), on trouve 0.

L’anneau Az est factoriel, donc R(f, g) est divisible par agbg' | [._ 1 ;:1 (t: —uy). Cette relation de divisibilité,
et le calcul des degrés en les u; montre qu’il existe une constante c € Ky telle que

R(f,9) = cagby' [[ ]t

i=1j=1
On trouve que ¢ = 1 en calculant le déterminant pour t1 =+ =t,, =0et u1 =+ =up, = 1.

En faisant ce raisonnement pour f et h et pour f et gh, on peut écrire

m n n+p
FX) = a0 [J(x — 1) = bo [T(X — wy) )=[Teo [T x—u,
1=1 Jj=1 j=n+1
ol ao, bo, co,t1,...,tm, U1, ..., Untp sont des indéterminées, et on introduit les anneaux
-All = Ko[ao, ey Qm,bo, ..., bn,co, .. ,Cp}, .A/Q = Ko[ao,bo,CQ,th ceytm, UL, ,unﬂ,}
et comme plus haut le morphisme d’anneaux A; — A5. Et on a
m  n+p
(.9 = gt TLT 0w s = e TT T )
i=1j=1 i=1j=n+1
m n+p
+
R(f,9)R(f,h) = ag " ?o5ey [T [[ & - R(f,gh).
=1 j=1
Ce qui prouve la proposition. u

Remarque 1.1.16 On peut remarquer que cette proposition reste valable pour trois polyndmes a coefficients
dans un anneau integre A, puisqu’on peut les voir comme des polynoémes & coefficients dans le corps des fractions
de A. Dong, si les polynémes f, g, et h sont des polynémes en trois indéterminées X, X; et Xy, et si on les
considére comme des polynomes en X & coefficients dans 'anneau K[X;, X,], , alors les résultants sont notés
Res X, et on a encore

Resx (f,gh) = Resx (f, g)Resx (f,h).

Les courbes algébriques planes sont des variétés algébriques paticuliéres : voici un théoréme important concer-
nant ces variétés algébriques.

Théoréme 1.1.17 (Lemme de Study.) Soit K un corps algébriguement clos, f et g deux polynémes a n
indéterminées a coefficients dans K, donc éléments de K[X1,...,Xy], V(f) (resp. V(g)) Uensemble des zéros
de f (resp. de g). Si f est irréductible et V(f) C V(g), alors [ divise g.

Preuve. On peut supposer que g # 0, car si g = 0 alors tout f est facteur de g. Dans ce cas, aux points
z = (z1,...,2") € K" o g(z) # 0, f(z) # 0 (car f(z) = 0 implique g(z = 0). On peut donc supposer
que dx, f =p > 0, et dans ce cas Oy g = q > 0. En effet, si ¢ = 0, et si on fixe n’importe quel (n — 1)-
uplet (c1,...,cn—1) d’éléments de K qui n’annule ni g (qui est en fait un polynéme en (n — 1) indéterminées
X1,...,Xn-1), ni le coefficient de plus haut degré de f, alors, puisque K est algébriquement clos, et que p > 0,
le polynéme f(ci1,...,cn-1, Xn) & une indéterminée X,, admet p racines distinctes ou confondues. Soit ¢,, 'une
d’entre elles; alors f(c1,...,cn) = 0 et donc par hypothese g(ci,...,cn-1,¢n) = g(c1,...,cn-1) = 0, ce qui est
une contradiction.



26 mars 2010, courbes 11

p
Onaf= Zai(Xl, ., X, 1)XP™" et (proposition 1.1.13 avec A = K[X1,...,X,_1]) il existe P et Q deux

i=0
éléments de K[X1,...,Xn_1][X,] vérifiant Oy, P < q et 0%, @ < p et Resx,(f,9) = Pf + Qg (Resx, (f,9)
est dans K[X1,...,Xn-1] C K[X1,...,Xx]). Soit (c1,...,cn-1) € K™ tel que ao(ci,...,cn-1) # 0, alors
il existe ¢, (voir plus haut) tel que f(ci,...,cn) = g(c1,...,¢n) = 0, et donc Resx,, (f,9)(c1,...,¢n=1) = 0.
Le polynéme Resx,, (f, g)ao s’annule partout et est donc le polynéme nul, ce qui prouve (car ap n’est pas le
polynéme nul) que Resx,, (f,g) est le polynéme nul. Donc, f et g ont un facteur commun et comme f est
irréductible, ce facteur ne peut étre que f (& inversible pres) et f divise g. L]

Pour parler de variétés projectives, on va travailler avec des polynémes homogenes. Quelques rappels sur les
polynémes homogenes sont donc nécessaires.

Définition 1.1.18 Soit K un corps commutatif; un polynome f € K[X1,...Xy,] est homogéne de degré m si

— E ) ) i1 in
f_ allvuwlnXl X’n .

i1t Fin=m
Remarque 1.1.19 Un polynoéme f est homogene de degré m si, et seulement si,
X, .. tXn) =t"f(X1,...,Xn), pour tout t € K.

Ceci implique en particulier qu’on peut parler de l’ensemble des zéros de f dans P" '(K). En effet, si
(x1,...,T,) est tel que f(z1,...,2,) = 0, et si M € P""!(K) a pour systéme de coordonnées homogenes
(z1;...;Tn), alors pour tout autre systéme de coordonnées homogenes de M, soit (y1;...;Yyn), on a également
fy1,...,yn) = 0. On dit alors que M est un zéro de f.

Exemple 1.1.20 Soit f € K[X,Y] un polynoéme de degré m définissant une courbe affine C, c’est-a-dire
C = {(z,y) € K? | f(z,y) = 0} ; on lui associe la courbe projective P(C) = {(zo;z1;72) € P*(K) |
F(xo,x1,22) =0} ou F est le polynéme homogene de degré m défini par homogénéisation de f

X1 X,

F(Xo, X1, X2) = X{" (—,—)

(Xo, X1, X2) = Xg' f X, X,

Réciproquement, si F' € K[Xo, X1, X2] est un polynéme homogene de degré m qui définit une courbe projective,

on obtient, en déshomogénéisant, f(X,Y) = F(1,X,Y) € K[X,Y] un polynéme de degré m, et donc une courbe
plane affine.

Lemme 1.1.21 Les facteurs d’un polynéme homogéne sont homogeénes.

Preuve. Soit F' un polynéme degré 0 (donc, homogene). La propriété annoncée est vraie car F' = GH implique
alors que les polynémes G et H sont de degré 0 aussi.

Soit F' un polynoéme de degré m et supposons que F' = GH, ou G et H sont deux polyndémes de degrés respectifs
p et q. Si F' est homogene et si de plus G est homogene de degré p < n, alors nécessairement H est homogene
de degré égal & m — p. Reste a étudier le cas ou ni G, ni H, ne sont homogenes. Dans ce cas, on peut écrire

G=Go+--+G,et H=Hy+---+H,

oli, pour 0 < i < p (resp. 0 < j < q) les polyndémes G; (resp. H;) sont homogenes de degré i (resp. j).
Remarquons que p € {i | G; #0}et g€ {j | H; # 0}. Nécessairement ces deux ensembles contiennent
au moins deux éléments, car sinon les deux polynémes seraient homogenes (ce qu’on exclut ici). Alors notons
1o le plus petit entier vérifiant G; # 0, et jo le plus petit entier vérifiant H; # 0. Puisque ni G ni H ne sont
homogenes, on a ip < p et jo < g, donc, ig + jo < p + ¢ = m. Alors la composante homogene du produit
F = GH de degré ig + jo n’est pas nulle, car égale a GoHjy+i, + -+ GigHjo, + -+ - + Gig1j,Ho = Giy Hjy, et
F n’est pas homogene, ce qui est une contradiction. (preuve par contraposée). L]
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De ce lemme on déduit immédiatement la proposition suivante.

Proposition 1.1.22 Soit f € K[X1,...,X,] et f = fi-+- fr sa décomposition en produits de facteurs ir-
réductibles (unique & lordre prés des facteurs); soit F,Fi,---,F, les polynémes homogénes associés. Alors
F = Fi...F, est la décomposition en produit de facteurs irréductibles de F'.

Soit F' un polynéme dans K[Xo,...,X,], homogene de degré m; alors on peut écrire F' sous la forme F =

ZAZ-X{]"*Z' ou les A;, pour 0 < ¢ < m, sont des polyndémes homogenes de degré i dans K[X1,...,X,]. Si
=0

on considére un deuxiéme élément homogene de K[Xo, ..., X,], soit G, de degré n, écrit sous la méme forme
n
G = Z B;X["7 le résultant de ces deux polynémes considérés comme éléments de K[X1, ..., X,][Xo], noté
§=0

ResXU(F, G), est un élément de K[X1,...,X,].

Proposition 1.1.23 Si AgBo n’est pas le polynome constant nul, alors ResXD (F,G) est un polynéme homogeéne
de degré m x n.

Preuve. Notons que Resx, (F,G) = det R = det((7i;)1<i,j<m+n), €t les coeflicients non nuls de la matrice R
vérifient :
ri;g =Aj_;sii<n; 1y = Bpyj_isii>n,

ceci avec la convention Ay =0si k> m ou k <0, et By =0 pour kK > n ou k < 0. Donc r;; est un polynéme

homogene de degré j — i, si i < n, de degré n + j — i, si i > n. Si on développe le calcul du déterminant de la

matrice R (pour calculer Resx, (F,G)), on trouve que ce déterminant s’écrit comme une somme de produits de

la forme (au signe pres : H To(k)k, Oll 0 est une permutation de ’ensemble [1,m +n]; on ne considere ici
1<k<m+n

que de tels produits qui ne contiennent aucun coefficient nul, bien entendu! Donc, Resx, (F, G) est une somme

de produits du type (au signe pres)

H Ap—o(k) H Brik—o(k)-
klo(k)>n

klo(k)<n
Un tel produit est homogene degré
m+n m—+n
Yo k—o)+ > (tk—ok) =Y k=Y (o(k)+mn=mn.
klo(k)<n klo(k)>n k=1 k=1
[
Une autre preuve peut étre donnée pour cette proposition.
On désigne par K(X1,...,Xp-1), la cléture algébrique ou du moins une extension algébrique suffisante du
corps K(z1,...,Zp—1); on peut supposer que Ag = By = 1 (puisque Ao et By sont non nuls) et dans ce cas ,
on factorise fF et G dans K(Xu,..., Xp—1)[Xo], soit
F= J] Go-za)etc= [] (Xo-ys)
1<a<m 1<B<n
et on a Resx, (F,G) = H (zo — yg). En donnant & chaque z, et chaque ys le degré 1, on donne a

1<a<m,1<B<n
A; le degré 4, et Bj le degré j, ce qui permet de conclure que Resx, (F,G) est homogene de degré m xn. =
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Remarque 1.1.24 La condition « AgBo n’est pas le polynéme nul » impose 93, (F) = m et 93, (G) = n. Si
tel n’est pas le cas, alors notons m; le degré de F' par rapport a Xo et ni le degré de G par rapport a Xo.

Alors, on peut écrire
mi m2
F=) AX", G=) BXp*
i=0 §=0

ou A; est un polynéme homogene en X1, X2 de degré i + m —m1, et B; est un polynéme homogene en X1, X»
de degré j + n — ny. En adaptant (trés peu!) la preuve précédente on obtient le lemme suivant.

Lemme 1.1.25 Resx, (F,G) est un polynome homogéne en X1, X2 de degré
nim — nimi + min.
D’out on déduit le corollaire suivant.
Corollaire 1.1.26 Res(F,G) est un polynéme homogéne de degré < m X n.
Preuve. Avec les notations du lemme, on a
mn — (n1m —nimi +min) = (n —n1)(m —ma).

Ce qui finit cette preuve. =

1.2 Courbes algébriques planes, projectives ou affines

Notation 1.2.1 Si f est un polynéme en n indéterminées a coefficients dans K, on note V(f) ’ensemble des
zéros de f dans K™.

Si F est un polynome homogene en (n + 1) indéterminées & coeflicients dans K, on note V(F') ensemble des
zéros de F dans P"(K).

Définition 1.2.2 Une courbe algébrique plane affine de @* est I’ensemble des zéros V(f) d’un polynéme f €
C[X1, X2] et f = 0 est appelée l’équation de la courbe C. Le degré de la courbe est égal au degré de son équation.
Une courbe algébrique plane projective de P(T?) est I’ensemble des zéros V(F) d’un polynéme homogéne F €
C[Xo, X1, X2] et F = 0 est appelée équation de la courbe C. Le degré de la courbe est égal au degré de son
équation.

Une courbe projective plane C, d’équation F', o F est un polynéme homogene non constant a coefficients
complexes est donc définie par

C =V(F) = {(zo; z1; 22) € P*(Q) | F(x0,x1,z2) = 0}.

1.2.1 Décomposition en composantes irréductibles

Définition 1.2.3 Une courbe projective plane C est dite irréductible si elle n’est pas réunion de deux courbes
planes projectives distinctes.

Remarque 1.2.4 Si C est une courbe réductible, alors il existe C; et C2 deux courbes distinctes mais aussi
telles que C1 n’est pas contenue dans Ca et C2 n’est pas contenue dans Ci, vérifiant C = C1 U Ca.

Proposition 1.2.5 Soit C une courbe projective plane définie par C =V (F). Il y a équivalence entre les deux
propositions suivantes :

i C est une courbe irréductible.

ii F' est une puissance d’un polynome homogéne irréductible.
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Preuve Montrons tout d’abord que si C n’est pas irréductible, alors F' n’est pas la puissance d’un polynome
homogene irréductible. D’apres la remarque 1.2.4, C = C1UCs, avec C1 = V (F1) et C2 = V(F3»), ces deux derniers
polynémes étant tels qu'il existe deux polynémes irréductibles G et G2 distincts ou plutét non associés (on
n’obtient pas I'un & partir de lautre en le multipliant par une constante non nulle) tels que G1 divise Fi et Ga
divise F>. On a de plus V(G1) C V(F) et V(G2) C V(F), d’ou (lemme de Study) G1 et G2 sont des facteurs
de F, qui n’est donc pas une puissance d’un polyndéme irréductible.

Réciproquement, si F' n’est pas une puissance d’'un polynome irréductible, alors, en utilisant la décomposition
de F' en produit de facteurs irréductibles, on peut écrire F' sous la forme F' = FiFs, ou Fi et F> sont deux
polynémes homogenes non constants premiers entre eux. Et on a C = C1 U Cz, ou C1 = V(F1) et Co = V(F2).
Reste & montrer que ces deux courbes projectives C1 et C2 sont distinctes (au sens de la remarque 1.2.4). Si par
exemple C1 C Ca, alors si G est un facteur irréductible de Fi, V(G) C V(F2) et G divise F> (lemme de Study),
et F1 et F> ne sont pas premiers entre eux, ce qui est contraire a I’hypothese faite sur ces deux polyndmes.
Donc, on n’a ni C; C Ca2, ni C2 C Ci, et C n’est pas une courbe irréductible. =

De cette proposition on déduit immédiatement (par récurrence) le corollaire suivant.

Corollaire 1.2.6 Si C est une courbe algébrique plane projective définie par C = V(G), avec G = Flk1 .. FFr
(décomposition de G en produit de facteurs irréductibles), alors

i la courbe C a une unique décomposition (& l’ordre prés) en une réunion de courbes irréductibles, appelées
les composantes irréductibles de C. On a C =C1U---UC,;

i onaC=V(FF), pour1 <i<r.

Remarque 1.2.7 Si F est ’équation d’une courbe plane projective, les facteurs de sa décomposition en produit
de facteurs irréducibles sont les équations de ses composantes irréductibles (et on a la méme chose pour les
courbes planes affines). Cette derniére proposition implique que si une courbe plane projective ne contient
pas la droite de I'infini, alors sa décomposition en composantes irréductibles correspond & la décomposition en
composantes irréductibles de la courbe affine associée.

On reprend les notations du corollaire 1.2.6.

Définition 1.2.8 Chaque F; est ’équation réduite de la courbe C; ; F' = Fi ... F, est 'équation réduite de la
courbe C. On dit aussi que Cr = V (F) est la courbe réduite associée a C.

Remarque 1.2.9 Si C = V(G), alors équation réduite de la courbe C est F avec 1/(G) = (F).

1.2.2 Intersection d’une courbe avec une droite

Soit C une courbe algébrique plane projective de degré n d’équation F' € C[Xo, X1, X2], L une droite projective
d’équation X (c’est-a-dire L = {Xo = 0} = V(Xo)) qui n’est pas une composante de C (donc Xy ne divise pas
F), et M un point de L NC, de coordonnées homogenes (0; z1; z2). Soit Fy € C€[X1, X2] obtenu en substituant
0 a Xo dans F'; Fy est un polynéme homogene de degré n. Puisque @ est algébriquement clos, on peut écrire

Fy = H(aain —ba,; X2)%, avec Zsi =mn et on a Fy(0,z1,22) = 0, donc, il existe 4, 1 < i < 7, tel que
i=1 i=1

Ga;T1 — bo,;x2 = 0.

Définition 1.2.10 La multiplicité d’intersection de C et L au point M, notée va(C, L), est égale par définition
a Uentier s;.

Cette définition se généralise sans difficulté au cas d’une droite projective L quelconque par changement projectif
de coordonnées.
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Proposition 1.2.11 Soit C une courbe projective plane de degré n d’équation F, et L une droite projective
qut n’est pas une composante de la courbe C. Le nombre de points d’intersection, comptés avec multiplicité, de
C avec L est exactement n.

Preuve. Supposons que L a pour équation Xj, et reprenons les notations du début de ce paragraphe. Le
nombre de points d’intersection de C avec L est égal a r, et en les comptant avec leur multiplicité, puisque
> s; = n, on obtient le résultat. =

Proposition 1.2.12 Soit C une courbe algébrique plane projective d’équation F' et de degré n. Soit P un point
du plan projectif. Si P ¢ C, alors toute droite projective passant par P rencontre la courbe C en exactement n
points distincts, sauf pour au plus n(n — 1) d’entre ces droites.

Preuve. On va supposer que le point P a pour coordonnées homogenes (0;0; 1) (on peut toujours s’y ramener
par un changement de repére projectif). Soit L une droite projective passant par P. L’équation de L est de
la forme A1 Xo — Ao X1 = 0 (ol (Ao, A1) # (0,0), et le couple (Ao, A1) est défini & une constante multiplicative
prés). Si un point M € L\ {P}, alors il existe ¢ tel que M a pour systéme de coordonnées homogenes
(Ao; A13t). L’intersection de L (qui n’est pas une composante de C, car P ¢ C) et de C est donc donnée
par I’équation polynomiale en ¢t : F(Ao, A1,t) = 0. Cette équation a des zéros dictincts si, et seulement si,
Res(F(Xo, A\1,t), 0F/0t(Xo, A1,1t)) # 0. Or, (voir proposition 1.1.23), ce résultant est un polynéme homogene en
(Ao, A1) de degré au plus n(n—1). Il y a donc au plus n(n—1) droites projectives passant par P qui rencontrent
C en des points avec multiplicités différentes de 1. [

1.2.3 Points singuliers d’une courbe algébrique plane

Soit C une courbe algébrique plane projective d’équation F' de degré n. Soit P un point de C. On se propose
ici de donner des détails sur le nombre de points d’intersection d’une droite passant par P, qui n’est pas une
composante de C, avec la courbe C, plus exactement, sur la multiplicité de l'intersection d’une telle droite
passant par P avec la courbe C au point P. On va montrer que cette multiplicité est 1, sauf pour une seule
de ces droites (ceci en général, c’est-a-dire, on le verra, lorsque le point P est un point simple de la courbe).
Comme I’étude concerne ce qui se passe au voisinage du point P, on va travailler dans la carte affine dans
laquelle se trouve le point P, et on suppose que P a pour systéme de coordonnées homogenes (1;a;b), ce
qui permet de travailler avec f(X,X,) = F(1, X, X,), équation affine de C dans 'ouvert affine défini par
{(zo; 1;22) € P3(@) | w0 # 0} qui contient le point P. (f est obtenue par deshomogénéisation de F).

Le développement de Taylor de f en (a,b) donne

FOX1, ) = ZZ . (’“)%(a B(X: — ) (X, — b

k=1 i=

X1:a+)\t

Xy =b+pt’ Ce qui

On coupe C par la droite Ly, qui passe par P dont les équations paramétriques sont {

ameéne a résoudre I’équation polynomiale en t suivante :

O_ZZ k'(k)ax a){"“ (@ b)X T,

k=1 i=

le point P correspondant & la racine 0 de ce polynéme (qui est sans facteur constant puisque P € LNC. La
multiplicité d’intersection de C avec Ly, au point P, c’est-a-dire la multiplicité de la racine 0 du polynéme
en t ci-dessus, est donc égale a 'ordre du premier terme non nul dans ce développement de Taylor. D’ou la
définition suivante de la multiplicité de la courbe C au point P.
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Définition 1.2.13 La multiplicité de C au point P, notée vp(C) est égale & Uordre du premier terme non nul
du dévelopement

9t) = S Yiew (]:) 2 (a, b
1 2
2 2 2
(aa—){l(a, b + 6‘2{2 (a, b)A) t+ (gx[;‘ (a,b)u® + 2%(% DA+ 55 (a, b))ﬁ) 2
n ko1 (k ok s i k—igk
+Zk:3zi:0m(i)iaXii(?X;_i(a”b))\M t*.

of of

a,b), a,b 0,0), alors
53 (@b 5 (b)) # (0.0
1. pour toute droite Ly, passant par P , sauf une, t = 0 est un zéro de multiplicité 1 de g et donc la multiplicité
d’intersection de toute droite passant par P, sauf une, avec C en P est égale a 1;
of of
——(a,b) + A
ax; @Y g,
le point P, dont la multiplicité d’intersection en P avec C est strictement supérieure a 1

Remarque 1.2.14 Si (

2. il y a une droite, correspondant aux parametres (A, ) vérifiant p (a,b) = 0, qui passe par

3. on peut représenté la courbe C au voisinage du poitn P comme ci-dessous.

//\

. Of of . o*f 0% f o f
Si (a)(l(av b), 87)(2(&, b)> =(0,0) et (aXlg (a,b), 9X,0X, (a,b), ﬁ(@ b)) #(0,0,0), alors

1. pour toute droite Ly, passant par P , sauf deux, distinctes ou confondues, ¢ = 0 est un zéro de multiplicité
2 de g et donc la multiplicité d’intersection de toute droite passant par P, sauf deux, distinctes ou confondues,
avec C en P est égale & 2;

2. il y a deux droites, distinctes ou confondues, qui passe par P, dont la multiplicité d’intersection en P avec
C est strictement supérieure a 2; leurs parametres A et p vérifient

0% f 0% f
oX? 0X,0X,

elles sont distinctes ou confondues ;

»f

A2
aX2

(a,b) + 22 (a,b) + p* 55 (a,b) = 0,

3. on alors autour du point P 'une des situations suivantes.

Np ) .
/\(\c) / Q( &

Définition 1.2.15 Un point P de C est dit singulier si vp(C) > 1; il est dit simple ou régulier si vp(C) = 1.
Proposition 1.2.16 Soit C une courbe plane projective d’équation F', P un point de C et r € IN*. Alors les
deuz propositions suivantes sont équivalentes.

ivp(C)=r.

ii Les dérivées partielles d’ordre s, 0 < s < r, de F sont nulles en P.
Remarque 1.2.17 Par conséquent, si le point P a pour coordonnées homogenes (1;0;0), alors f = f; + f5 ol

f1 est un polynéme homogene de degré r en (X, X3) et fy une somme de monémes en (X, X;) de degré au
moins (r + 1).
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1.2.4 Equation de la tangente a une courbe algébrique plane en un point

Définition 1.2.18 Une tangente a C au point P est ou bien une composante de C qui contient P, ou bien une
droite passant par P qui n’est pas une composante de C dont la multiplicité d’intersection avec C au point P
est strictement supérieure a vp(C).

Remarque 1.2.19 De la proposition 1.2.12; on déduit dans les cas particuliers des degrés 2 et 3, qu’en général,
d’un point P ¢ C on peut mener deux tangentes (si C est de degré 2), et six tangentes (si C est de degré 3).

Soit C une courbe algébrique projective plane d’équation F' € C[Xo, X1, X2] de degré n, P un point non singulier
de C, de coordonnées homogenes (1;a;b), f € C[X;, X,] obtenue par déshomogénéisation de F (f(X1,X,) =
F(17 X17 X2))

E‘quation affine de la tangente en P.

(+) €00, 5%) = @)X, —a) +

of

ax, (a,0)(Xy —a) =0.

Equation projective de la tangente en P. On homogénéise I’équation (*) en remarquant qu’on peut appliquer
au polynéme homogene F' la formule d’Euler.

oF oF oF
X X X =nkF.
X, T Mox, T ax, "
Ce qui donne appliqué en (1,a,b) :
oF oF oF
— (1 — (1 — (1 =nF(1 .
aXO( 7a,b)—l—aaXl( ’a’b)+b8X2( ,a,b) =nF(1,a,b)
D’ou ’équation (xx) cherchée.
OF oF oF
(**) XOT%(l,a,b)+X167X,1(1,a7b)+X287X_2(17a,b)—0.

Remarque 1.2.20 Le point « a U'infini » de cette droite s’obtient en faisant Xo = 0 dans cette équation.

Remarque 1.2.21 On peut voir que lorsque P n’est pas un point singulier de la courbe algébrique plane affine

C d’équation f, si ¢ désigne I’équation de la tangente en P a C, on peut écrire f = ¢+ k , ou k est une somme

de monoémes dont tous les degrés sont au moins égaux & 2. On peut étendre cette remarque au cas général : si

m est la multiplicité de C au point P, et si ¢4, ...,¢,, sont les équations des tangentes en P a C, distinctes ou
m

confondues, on a f = | I l; + k, ou k est une somme de monomes dont tous les degrés sont au moins égaux a

i=1
am—+ 1.

1.3 Intersection de courbes planes. Théoréme de Bézout

On considére deux courbes algébriques projectives planes C;1 et Co de degrés respectifs m et n, d’équations
respectives F et Iy, qui n’ont pas de composante commune. On s’intéresse dans ce paragraphe a l'intersection
de ces deux courbes. En particulier, de méme qu’on a défini la notion de multiplicité d’intersection d’une courbe
avec une droite en 'un de leurs points communs, on va définir la multiplicité d’intersection de Ci avec C2 en un
point P de Ci N C2, multiplicité notée vp(C1,C2). Cette multiplicité d’intersection doit étre une généralisation
de la notion déja introduite de multiplicité d’intersection en un point commun d’une courbe et d’une droite.
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1.3.1 Intersection de deux courbes algébriques projectives planes

Théoréeme 1.3.1 Si deux courbes planes projectives n’ont pas de composantes communes, alors leur intersec-
tion est formée d’un nombre fini de points distincts.

Preuve. Soit Fi et F» les équations respectives des deux courbes. On note m = 9°F; et n = 9°F> On va
tout d’abord montrer que le nombre de points de C; N C2 dont les coordonnées homogenes sont de la forme
(zo;x1;T2) avec g # 0 (c’est-a-dire, les points qui ne sont pas « a 'infini ») est fini. Pour cela, soit f1 et fo
les deux polynémes en les indéterminées X et X5 obtenu par déshomogénéisation de Fi et F» (en substituant
dans ces polynomes 1 & Xo). On peut considérer ces deux polynémes comme des éléments de C[X1][X2].

Lemme 1.3.2 Le résultant Resx, (f1, f2) de fi et fo vus comme polynémes & coefficients dans C[X1] est de
degré < mn.

Preuve du lemme. Ce résultant est égal au résultant Resx, (F1, F2) de Fi et F» considérés comme polynomes
a coeflicients dans C[Xo, X1] (qui est homogene de degré < mn) dans lequel on substitue 1 & Xo. D’ot1 le lemme.
u

De ce lemme se déduit immédiatement la preuve du théoréme 1.3.1, car Resx, (f1, f2) a au plus mn racines
distinctes, d’ou il y a au plus nm points d’intersection de C; et C2 « & distance finie ». Le méme raisonnement
montre que le nombre de points de I'intersection de C; et C2 dont la deuxiéme coordonnée homogene, ou la
troisiéme coordonnée homogene est non nulle est fini. D’ou le théoréme. ]

Remarque 1.3.3 Si on part de deux courbes planes affines réduites de degrés respectifs m; et nq, apres
homogénéisation, on trouve la situation précédente et donc ces deux courbes planes affines se rencontrent en
au plus mini points.

1.3.2 Multiplicité d’intersection de deux courbes algébriques projectives planes

Cette notion est assez facile & comprendre d’une maniere intuitive. Considérons le cas le plus simple : les
deux courbes considérées sont irréductibles (et toujours sans composante commune, donc ici distinctes). Alors,
lorsqu’elles se coupent en P, on voit bien que seuls deux cas se présentent : ou bien les deux courbes sont
« tangentes », ou bien elles ne le sont pas. Si elles sont tangentes comme sur la figure 1 et si on déplace 1'une
d’entre elles sans toucher & I'autre (voir figure 2), alors on voit que le point d’intersection se dédouble.

figure 1 figure 2

Il semble naturel de dire alors dans ce deuxieme cas que la « multiplicité d’intersection » des deux courbes en
P est égale a 2. Mais, dans cette description intuitive de la multiplicité d’intersection de deux courbes, méme
dans ce cas simple, que veut dire « déplacer » 7 Le résultat trouvé est-il indépendant du déplacement ? Et
comment généraliser cette notion ?

On a aussi pour objectif de définir la multiplicité d’intersection de deux courbes qui, lorsque 1'une de ces courbes
est une droite, soit exactement la multiplicité d’intersection de cette droite avec ’autre courbe, multiplicité
déja définie plus haut (définition 1.2.10). Ce qui semble a priori réalisable, puisque il suffit d’écrire qu’au point
d’intersection P, un résultant s’annule, que ce résultant est un polynéme homogene en deux variables qui se
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décompose en produit de facteurs irréductibles. Il semble naturel de dire que la multiplicité d’intersection en
P est I'exposant du facteur irréductible correspondant a P. Mais, retrouve-t-on la méme notion que celle,
intuitive, ci-dessus ? Et cette définition est-elle indépendante des choix de coordonnées (les courbes restent les
mémes en cas de changement de coordonnées, et la multiplicité doit rester inchangée).

Enfin les courbes planes sont des cas particuliers du cas plus général suivant : une courbe algébrique plane est
une hypersurface algébrique de P2 (C). L’intersection de deux courbes algébriques planes doit étre vue de la
méme maniére que I'intersection de n hypersurfaces algébriques de P (C).

Nous allons donner ici une définition axiomatique de la multiplicité d’intersection de deux courbes en un point,
puis en donner la définition algébrique. On verra par la suite que ces définitions répondent aux éxigences
énoncées ci-dessus.

Définition 1.3.4 On appelle multiplicité d’intersection des courbes planes algébriques affines C1 et C2 sans
composante commune, d’équations respectives fi et fa, au point P de @ un nombre entier vp(C1,Cz2), positif
ou nul qui vérifie les propriétés 1 a 6 suivantes.

1. l/p(cl,CQ) = I/P(CQ,Cl) 5

2. vp(C1,C2) =0 si, et seulement si, P ¢ C1 NCa;

3. soit T un changement de coordonnées affines , alors vrp(TC1,TC2) = vp(C1,C2), ot TC; = V(T'f;) et
TP est limage de P par T ;

4. sivp(C;) désigne la multiplicité de la courbe C; au point P pouri = 1,2, alors vp(C1,C2) > vp(Ci)vp(Ca),
et vp(C1,C2) = vp(C1)vp(C2) si, et seulement si, C1 et C2 n'ont pas de tangente commune en P ;

5. 81 fr=]]/f1i et fa= Hf;; sont les décompositions respectives en produit de facteurs irréductibles de f1
et fa, et si Cri = V(f1:), de méme que Co25 = V (f2;), alors

vp(C1,C2) = ZTiSjVP(CM,C%) ;

%7
6. st 0°(f1) > 0°(fa) et siC =V (f1 + Af2) ou A est un polyndme quelconque, alors
VP(C17CQ) = I/P(C7CQ).

Une conséquence immédiate de cette définition (les propriétés 2 et 5) est que vp(C1,C2) ne dépend que des
composantes des deux courbes passant par le point P.

Remarque 1.3.5 Pour définir la multiplicité d’intersection de deux courbes algébriques planes projectives C;
et Cy, d’équations respectives Fy et F, (qui sont des polynémes homogenes) en un point P du plan projectif, on
se place dans une carte affine qui contient le point P, on déshomogénéise F} et F), et la multiplicité d’intersection
vp(Cy,Cy) des deux courbes projectives au point P est égale & la multiplicité d’intersection des deux courbes
affines ainsi obtenues au point P.

Remarque 1.3.6 La propriété 4 de cette définition 1.3.4 implique que si fi = Xz et fo = X7" et si P est le
point de coordonnées (0, 0), alors le seul entier possible pour vp(C1,C2) est m, car C2 et C1 sont deux droites
distinctes donc pas tangentes au point P. Apres changement de repeére, on déduit que pour tout point P, si C;
est une droite « simple » d’équation f; = aX1 +bX> +c, et si la droite d’équation a’ X1 + b’ X2 + ¢’ est distincte
de Cy, si de plus Cy a pour équation f, = (a’X1 + b Xo + )™, alors, vp(Cy,Cs) = m. Or, on a le lemme 1.3.7.

On désigne par O Panneau de polynoémes C[X1, X2], et par Op le localisé au point P de C[X1, X2], c’est-a-
dire ’anneau des fractions rationnelles définies en P, qui est I’anneau des fractions rationnelles de la forme
Ql(X17X2)/Q2(X1,X2) telles que QQ(P) 75 01.

'En fait, on prend le localisé de O en la partie multiplicative ¥ de O constituée par ’ensemble des polynémes qui ne s’annulent
pas au point P et Op = X~ 1O.
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Lemme 1.3.7 Si P est le point de coordonnées (0,0), on a dimg Op/(X2, X1")Op = m.

Preuve. L’opération de localisation commute avec 'opération « passage au quotient » (voir par exemple [7]),
dOHC Op/<X2>Op = ((D[Xl, Xz]/<X2>)P et

Op/(X2)0p = %, avec P,Q € T[Xa, X2 et Q(0,0) # 0}
=~ ];(())?1;7 avec R, S € C[X1] et S(0) # 0}
1

Or, si S(0) # 0, le polynoéme S est inversible modulo (X{"). Donc,
Op/(X2, X1")Op ~ C[X1]/(X1").

D’otu le lemme. =

Ce lemme 1.3.7 nous permet de dire qu’un candidat éventuel pour une multiplicité d’intersection des courbes
Ci1 et C2 est dim (Op/(f1, f2)Op). On démontrera que c’est le cas avec le théoreme 1.3.10, qui terminera 1’étude
qui vient ci-dessous, car il nous faut montrer qu’il existe une et une seule multiplicité d’intersection de deux
courbes (vérifiant les propriétés 1 a 6 de la définition 1.3.4). On prouve tout d’abord le théoréme 1.3.8, qui
donne 'unicité de la multiplicité d’intersection.

Théoréme 1.3.8 Soit P un point quelconque; on suppose qu’on dispose de deux familles d’entiers positifs
(/\P)((cl,c2)eC) et (MP)<<C1,CQ)EC)) ot C est I’ensemble des couples de courbes affines planes sans composantes
qui vérifient les propriétés 1, 2, 4 ,5 et 6. de la définition 1.3.4, alors Ap(C1,C2) = pup(C1,C2), pour tout couple
de courbes planes affines sans composante commune (C1,C2).

Preuve. On désigne par (a,b) les coordonnées du point P. On remarque alors tout d’abord que la propriété
2 donne tous les cas ol I'entier Ap(C1,C2) (resp. up(C1,C2)) est nul, et dans ces cas on a donc Ap(C1,C2) =
up(C1,C2) = 0. On montre la proposition par récurrence sur n = Ap(C1,C2). L’hypothese de récurrence est la
suivante.

Pour tout couple de courbes (I'1,T'2) € C, d’équations respectives g1 et g2, si Ap(['1,T2) < n, on a
Ap(I'1,T2) = pp(I'y, Ta).

Soit deux courbes C; et C2 d’équations respectives f1 et f2, sans composante commune et telles que Ap(C1,C2) =
n. On désigne par r le degré par rapport & X1 — a du polynéme f1(X1,b) et par s celui du polynéme f2(X1,b).
On peut supposer (grace a la propriété 1.) qu’on a r < s.

ler cas. Sir =0, alors X2 —b divise f1 et on a f1 = (X2 —b)h, et donc on doit avoir n = Ap(V (X2 —0),C2) +
Ap(V(h),Cz), d’apres la propriété 5. On a f2(X1,b) = (X1 —a)™ (a0 +a1(X1 —a)+---) avecap # 0 et m >0
(car P a pour coordonnées (a,b)). Donc, d’apres la propriété 5, on doit avoir

Ap(V(X2 = 6),C2) = Ap(V(Xz — b), V(X1 — a)™)) + Ap(V(Xz — b), V(a0 + a1(X1 — a) +---)).

Or, d’une part Ap(V(X2 —0), V(X1 —a)™)) =m = up(V(X2 —b),V((X1 —a)™)) d’apres la propriété 5 et la
remarque 1.3.6, et d’autre part, on a Ap(V(X2 —b), V(a0 + a1(X1 —a) + ---)) = 0 d’apres la propriété 2 (car
P¢V(Xo—b)NV(ap+ai(X1—a)+---)). L’entier m est strictement positif. Donc, en appliquant I’hypothése
de récurrence, car l'entier Ap(V (h),C2) est strictement plus petit que n, on a Ap(V'(h),C2) = pp(V (h),C2), et,
puisque on a également

pp(V (X2 —b),C2) = pup(V(X2 = b), V(X1 —a)™)) + pp(V(X2 — b), V(ao + a1 (X1 — a) + -+ ),

on en déduit que n = Ap(C1,C2) = pup(C1,C2).
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2&éme cas. Maintenant, le degré r par rapport & X1 — a de fi1(X1,b) est strictement positif, et on a encore
r < s. On peut supposer que les polynomes f1(X1,0) et f2(X1,0) sont unitaires en la variable X1 —a, autrement
dit qu’on a,

AXe)= (X1 —a) + Y a;(Xi—a) et fo(X1,0) = (X1 —a)* + D> B(X1—a).

§2r+1 §>s+1

On considére le polynéme hy = fo — (X1 — a)® " f1; le degré t1 par rapport (X1 — a) du polynéme hy(X1,b)
est strictement plus petit que s, le degré par rapport & (X1 — a) de f2(X1,b), et on a (propriétés 1 et 6)
Ap(C1,C2) = Ap(C1,V (h1)). On itére ce raisonnement en I’appliquant cette fois au couple (f1,h1). On obtient
donc une suite de polynémes h;(X1,b) dont les degrés par rapport & (X1 — a) décroissent strictement, ce qui
implique qu’au rang io, le degré par rapport & (X1 — a) de hq, (X1, b) est strictement plus petit que r. Alors on
continue le méme travail et on fait décroitre strictement les degrés par rapport & (X1 — a) du premier élément
du couple ou du second (alternativement). A la fin de ce processus, on obtient un couple (g1, g2) tel que le
degré par rapport & (X1 —a) de g1(X1,b) est nul et tel que Ap(V(g1),V (92)) = Ap(C1,C2). Pour (g1, g2) on est
dans le premier cas, donc Ap(V(g1),V(g2)) = ur(V(g1),V(g2)), et (car le raisonnement ci-dessus s’applique
aussi & pu(, )) on a aussi up(V(g1),V(g2)) = pp(C1,C2). ce qui termine la preuve du théoréeme.

Ce qui termine la preuve du théoréeme. L]

Remarque 1.3.9 Ce théoreme permet de parler de LA multiplicité d’intersection de deux courbes algébriques
en un point : la propriété 3 implique en effet de plus que cette multiplicité ne dépend pas du repeére choisi pour
décrire les courbes par des équations algébriques.

Théoréme 1.3.10 (voir en particulier [4]) On garde les hypothéses et les notations de la définition 1.5.4. S,
pour tout couple de courbes (C1,C2) sans composante commune, on désigne Uentier dima(Op/{f1, f2)Op) par
up(C1,C2), alors les entiers up(C1,C2) vérifient les proriétés 1. a 6. de la définition 1.3.4.

Pour pouvoir démontrer ce théoreme, il nous faut démontrer quelques résultats préliminaires.

Proposition 1.3.11 Soit I un idéal de O = C[Xy,...,X,]. Soit V(I) ={Q € R" | Vf € I, f(Q) = 0}; on
suppose que cet ensemble V (I) est fini, et on note V(I) = {Py,..., Py}. Alors, si Op , pour 1 < i < N désigne
le localisé en P; de l’anneau O,

N
O/ =CQ[Xy,...,X,]/I~ Hopi/fopi.

i=1

Preuve. On définit un morphisme ¢ : A = O/ — vazl Opi/I(’)Pi en remarquant qu’on a, pour chaque
i, 1 <4 < N, un morphisme ¢; : O/ — OP /IOP , qui est obtenu par composition du morphisme injectif
naturel «; de O dans Op et de la surjection canonique 3; de Op sur Op /IOP Ce morphisme 1; induit un
morphisme ¢; de O/1 dans (’)P /I(’)p par passage au quotient ; en effet, Ic ker(t/}i) carsi f € O

! € I0p,

g

1= 39 € Lh(P) #0)
3k tel que k(P;) # 0 et k(fh — g) = 0)
fh=g€el, cark#0

Bi(ai(f)) =0

te o ¢

Mais V(I) = {Py,..., Py}, donc g(P;) = 0 et puisque h(P;) # 0, f(P;) = 0. Donc, puisque tout élément f de
I vérifie f(P;) =0, on a bien I C ker(¢;)
On prend pour ¢ le produit de ces N morphismes ¢;. On va montrer que ce morphisme ¢ est un isomorphisme.
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Lemme 1.3.12 I existe N éléments e, ... ey de O/I qui vérifient
1. €2 = e; (e; est donc un idempotent de O/I);
2. e;e; =0 pouri #j;

N
3. Zei =1.
=1

Les éléments ey, ..., ey, parce qu’ils vérifient ces trois propriétés, forment un systéeme fondamental d’idempo-
tents (sfio) de l’anneau O/I.

Preuve. Le radical VT de I'idéal T est égal & m I;, ou I; désigne 'idéal I({P;}), ensemble des polynomes

1<i<N

qui s’annulent en P;, qui est un idéal maximal. Or, (voir aussi [9] proposition 9.98) n I, = H I;. En effet,
1<i<N 1<i<N

(ﬂ Ij> + I; = A, car, sinon, on sait d’une part que I; est contenu dans <ﬂ Ij> + I, ; d’autre part I; est un
J#i J#i

idéal maximal, I; = (m Ij> + I;. Donc, I; C ﬂ I, C I, (ou jo # i), ce qui implique (& cause de la maximalité
J#i JFi
de ces deux idéaux) I; = I;,, ce qui est faux. Or, de maniere générale, dans un anneau commutatif unitaire A, si

deux idéaux I et J vérifient I+ J = A, alors IJ = INJ. En effet, il est clair que IJ C I'NJ; réciproquement, si
x € INJ, alors, puisque I4.J = A, on peut écrire 1 = ui+wvj, avec (i,) € (I xJ), (u,v) € A% et & = zui+avj,

avec xui et zuj qui sont dans IJ, ce qui implique que z € IJ et IJ C I'NJ. Donc, ( n Ij> = (m IJ) ;.

1<<N i
N
Et (on finit par récurrence) [ |I; = H I;.
1 i=1

DL

3

q

N
Il existe donc un entier g tel que H I; C I. Soit, pour 1 < ¢ < N, F; un polynéme qui vérifie F;(P;) = 9,

=1
(il en existe toujours, car I({Py,..., Py} \{P;}) # I({Py,..., Px})), et soit

B, =1-(1- F9°.

q
On remarque que E; = F'D; (o D; est un polynoéme) ; donc, E; est élément de I'idéal (ﬂ Ij> . Par ailleurs,
J#i
N
1-E;=(01—-F")?et F;(P;) =1donc 1 — E; C I!. On en déduit que 1 — ZEZ =1-F; — ZEj est dans

i=1 G

N N 4
I, ceci pour tout 1 <4 < N. Donc, 1—ZEi - <ﬂ11> .

i=1 i=1
Notons e; l'image de E; dans O/I, pour 1 < i < N, et vérifions que ey,...,ey vérifient les conditions du
lemme.
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a
1. Ona E} — E; = E;(E; — 1), d’olt on déduit e = ¢; car E; € (ﬂ [j> et E; —1 € I, ce qui implique
i

que B2 — E, € <

q q N q
2. Sii#j, BE; € ( 1k> (ﬂ 1k> - ( Ik> C I. Donc, e;e; = 0.
ki k#j k=1
I
=1

N
3. On a vu que 1—ZE¢E <ﬂ

i=1
preuve de ce lemme.

q
) , ce qui implique la troisieme propriété du lemme, et termine la

2

Lemme 1.3.13 Soiti € [1, N], G un élément de C[X4,...,X,], et g l'image de G dans O/1. Si G(P;) # 0, il
existe t € O/I tel que e; = tg.

Preuve. On peut supposer que G(P;) = 1; alors, 1 —G=H € I;. On a
E1—HY)=1—-H)E, +EH+...+ E,H"")
q N q
Or, E; € <ﬂ I]-> et H? € I!. Donc, HE; € <m I]-> c I. Donc, car
i j=1
E,—EH'=G(E; + E,H + ...+ E;H"™")
on a
e; =gle; +esh+ ... +ehh)
ou h désigne I'image de H dans O/I. On prend

t= (61' + @ih + ...+ eihq_l).

On dispose maintenant des éléments qui permettent de montrer que le morphisme ¢ est un isomorphisme.

o ker o = {0}. En effet, si f est un élément de O/ vérifiant o(f) = 0, cela veut dire que pour tout 1 <i < N,
w;(f) = 0. Il existe donc, pour tout 1 < ¢ < N un polyndéme G;, élément de O, tel que G;(P;) # 0 et vérifiant
G,F € I ou F est un représentant de f dans O. On a donc, si g; est 'image de G; dans O/I, g; # 0. D’apreés
le lemme 1.3.13, il existe ¢t; € O/I, image de T; € O, tel que e; = t;9;.0r, T;G;F € I, donc t;g;f = 0. On peut

N N
écrire f = (Z e;)f car Zf\;l e, =1.On a donc f = Z(tigif) =0et f=0.

i=1 i=1
¢ Le morphisme ¢ est surjectif. En effet remarquons tout d’abord que, puisque F;(P;) # 0, ¢;(e;) est inversible.
D’autre part, on a ¢;(e;e;) = 0 lorsque i # j, ce qui implique que ¢;(e;) = 0 pour 7 # j. Donc, @i(e;) =

N
(p’i(zj‘:l ei) = Qaz(l) =1
N

Soit zZ un élément de H Op /IOp et z € Op un représentant de Zz.

=1
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Cet élément z s’écrit z = (a1/sy,...,an/Sn), OU a; et s; sont des éléments de O/I tels que S;, représentant
de s;, n’est pas dans I, pour 1 < ¢ < N. On a donc S, ( ) # 0 et en appliquant le lemme 1.3.13, on déduit
Pexistence de T; € O tel que s;t; = e;, ou t; est 'image de T; dans O/I. On a ¢;(e;) = 1, donc, ¢;s; = 1 dans
(O/I) . D’ou l'on déduit que a;t; = a;/s; dans (O/I) . On a donc

wz(z ajtie;) = ilaits) = ai/s;.

Ce qui implique
N
3o

Ce qui termine la preuve de la proposition 1.3.11. [ ]

De cette proposition on déduit immédiatement le corollaire suivant, qui implique que si, pour tout couple de
courbes (C1,Cs2) sans composante commune, on note pup(Ci,C2) = dime(Op/{f1, f2), up(C1,C2) est fini.

Corollaire 1.3.14
N
dim O/ = Z dim Op /10p .
i=1
Preuve du théoréme 1.3.10. On voit déja que, si P a pour coordonnées (0,0), up(V(X2),V(XT")) = m,
ce qui est conforme a ce que l'on doit avoir, d’aprés la remarque 1.3.6. Par ailleurs on vérifie facilement la

propriété 1.
Pour la propriété 2, on remarque? que

P¢&CinC & fi(P) #0ou f2(P) #0 < lop € (f1, f2)0p < (f1, f2)Op = Op < pp(C1,C2) =0

Pour montrer la propriété 6, il suffit de montrer que (f1 + Afa, f2)Op = (f1, f2)O
1. Tl est clair que (fi + Afz, f2)Op C {f1, f2)Op.

2. Pour montrer que (f1, f2)Op C (fi + Afa, f2)Op, il suffit de montrer que fi1 € (fi + Afz, f2)Op ; or dans
Op, { _ Lt Af2f+_f_fi —A)f2) et fo(P) =0 donc (f2 + 1)(P) =1 # 0. Ce qui donne le résultat.
2

Montrons la propriété 3. Elle se déduit du lemme suivant.

Lemme 1.3.15 Soit T' un changement de coordonnées affines de ", c’est-a-dire une application affine T :
C" — q". Soit P € " et Q =T(P). Soit T: Oqg — Op le morphisme induit par T. Ce morphisme T est un
isomorphisme.

Preuve du lemme. On remarque que le morphisme 7% : @* — @" induit par T est défini par, si f €
GJ[XDXQ}»
(X1, X5) = T" f(X1, Xz) = f(T(X1, Xy)).

On a bien T*(fh) = T*(f)T*(h) et T*(f+h) =T*(f)+T*(h). Si f s’annule au point Q, g = T f s’annule au
point P . Par ailleurs, 7" induit un isomorphisme entre I'idéal (f1, f2) et son image par 7. D’ou le lemme. =

2Montrons que fi1(P) # 0ou fo(P) # 0 < lop € (f1,f2)Op; si f1(P) # 0), alors f1 est inversible dans Op, ce qui
prouve que lo, € (f1, f2)Op. Réciproquement, si 1 = T—lfl + T—2f2 alors s1s2 = fir1 + fare et (s1s2)(P) # 0, donc f1(P) #
S1 So
0 ou fa(P) # 0.
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On peut maintenant supposer que le point P a pour coordonnées (0, 0).

Pour démontrer la propriété 5, il suffit de montrer que si C; et Ci sont deux courbes algébriques affines
d’équations respectives fi et fi' sans composante commune avec C2, et si C1 est la courbe algébrique affine
d’équation fifi’ (avec C; et C, toujours sans composante commune), alors

“P(Cl7c2) = )LLP(C17C2) + HP(C1I7C2)'

Pour cela, il suffit de montrer que la suite de O-modules suivante est exacte (ce qui donne une suite exacte par
localisation au point P) :

(%) 0 — OU/f1, f2) 2O ) (L 11!, f2)—5O (1], f2) — 0.

Les morphismes ¢ et ¥ sont définis comme suit :

1. Le morphisme ¢ envoie I’élément p de O/{f1, f) sur 'image du polynéme fi'p dans O/(f1 f1, f2) (p désigne
un représentant de p dans O); ce morphisme est injectif, car si fi'p est dans I'idéal (f;f1, f2), c’est que p est
dans I'idéal (f1, f2). En effet, on a alors fi'p = afifi’ + bfs. On sait par hypothese que f1fi" et fy n’ont pas de
facteur commun (car C; et C, sont sans composante commune), f; divise b et b = b1 f1’, d’ott p = afi + by fo.

2. Le morphisme 9 est la surjection naturelle de O/(f1 f1, f2) sur O/{f{, f2) donnée par ¥ (p) = p, ou p
désigne un représentant de p dans O, et p est 'image de p dans O/(f{’, f). (Notons que ce morphisme est bien
défini et est surjectif car (fif1, f2) C (f1, f2))-

Par définition de ces deux morphismes, il est clair que Imy C ker. Montrons que cette inclusion est une
égalité. Soit p un élément de O et notons p son image dans O/(fy, f2), et p son image dans O/(f1, f2); si
¥(p) = 0, alors p s’écrit p = f1'p1 + fopo et donc, p = fi'p;, c’est-a-dire p = p(p1). La suite (x) est donc bien
exacte.

11 reste maintenant & montrer la propriété 4. On désigne par vp(C;) la multiplicité de la courbe C; au point P
pour ¢ = 1,2. Il faut montrer que pp(C1,C2) > vp(C1)rp(Ca), et up(C1,C2) = vp(C1)vp(Cs) si, et seulement si,
C1 et C2 n’ont pas de tangente commune en P.

Soit m; = vp(C;), pour i = 1,2. On désigne par 9 : O/(X1, X2)™ x O/(X1,X2)™2 — O/(X1, X2)™ ™2 le
morphisme de T espaces vectoriels défini par

¢(7L1,7L2) = h1f2 + h2f17

et soit o : O/(X1, X2)™ ¥ ™2 — O/((X1, X2)™ 72, f1, f5), la surjection canonique (qui est aussi un morphisme
de @ espaces vectoriels). Soit h € ker p; on a ¢(h) = 0, ce qui veut dire de manieére équivalente que, si h désigne
un représentant de h dans O, h € (X1, Xo)™ T2 £ £} ie. h = hg+hyfo+hofi1, avec hg € (X1, Xo)™1T™2,
c’est-a-dire

h :m: 1/’@1,52)-

Donc ker ¢ = Imt) car Im1p C ker . On a donc le diagramme suivant, ou les deux lignes horizontales sont des
suites exactes de € espaces vectoriels et I désigne 'idéal (X1, X2), c’est-a-dire 'idéal I({P}) des polynomes
qui s’annulent au point P.

O/I™ x O/ L o/rmtme L oNmtm f )Y 0
al

OP/<f17f2>OP - OP/<Iml+m27f17f2>OP - 0



26

Le morphisme 7 est la surjection canonique, le morphisme « est I'isomorphisme décrit dans la proposition
1.3.11 (car V({I™ ™2 f1, f2)) = {P}). Parce que les deux suites sont exactes, on a les inégalités et les égalités
suivantes (les dimensions ici sont les dimensions des € espaces vectoriels considérés).

(%) pp(Cy,Cy) = dim(Op/(f1, f2)O0p) > dim(Op/(I™ ™2 f1, f2)Op), car T est surjective
dim(Op /(I™ ™2 f1, f)0p) = dim(O/(I™ ™2 f,, f5)), car a est un isomorphisme

(%)
dim(O/(I™ 12 £y, f5)) > dim(O/I™T™2) — (dim(O/I™) + dim(O/1™?)), car la premidre ligne est exacte.

Or, la dimension de O/I? est égale & la somme des dimensions des @ espaces vectoriels des polynémes ho-
mogenes de degré r, pour 0 < r < ¢ — 1. Pour un entier fixé » > 0, la dimension de ce T espace vecto-
riel est égale au nombre de monomes homogenes de degré r en les deux variables X; et X», c’est-a-dire a

qg—1

r+1. Donc, dim(O/I) =Y r+1= @ et dim(O/I™1H™2) — (dim(O/I™ ) + dim(O/I™?)) = mymy =
r=0

vp(C1)vp(C2). On a donc l'inégalité cherchée

(1) pp(Ci,C2) > vp(Cr)rp(Ca).

Reste a montrer que 1’égalité est obtenue si, et seulement si, les deux courbes n’ont pas de tangentes communes,
ce qui est le cas si, et seulement si, les inégalités (*) et(**) sont des égalités. Cela est une conséquence des deux
lemmes ci-dessous.

Lemme 1.3.16 Si C, et Cy n'ont pas de tangentes communes, alors, pour ¢ > mi +mo — 1, lidéal OpI? est
inclus dans Uidéal (f1, f2)Op.

Avant de montrer ce lemme, remarquons qu’il implique que le morphisme 7 est un ismorphisme, et donc que
linégalité (1) est une égalité.

Preuve du lemme 1.3.16. On désigne par {¢1;,1 <i <mi}et {l2:,1 < i< ma}leséquations des tangentes
en P a C; et Ca respectivement. Ce sont des formes linéaires en X; et Xa, car P a pour coordonnées (0, 0),
et I’hypothése « les deux courbes n’ont pas de tangentes communes en P » se traduit par le fait que pour
tout 1 < k < my et tout 1 < ¢ < mg, les formes linéaires ¢1 i et {2, ne sont pas proportionnelles, et donc ne
s’annulent pas simultanément. Alors, si d’une part on pose

U1 = L1,m, pour k > mq et fap = l2m, pour £ > my

et d’autre part on définit

i J
Lij = [[r [] ton» pour 1<i<get1<j<gq,
k=1 h=1

avec Lo,; = Hizl L2, la famille (Li ;j);4;—, est une base du € espace vectoriel des polynémes homogenes de
degré q en X1 et Xo. En effet, la dimension de cet espace vectoriel est ¢+ 1 et la famille en question est formée

q
d’exactement g + 1 éléments. Il suffit donc de démontrer que cette famille est libre. Or, si Z AiL;q—;=0,en
i=0

substituant & (X1, X2) le zéro (z1,x2) de 1,1, qui n’est pas zéro de £z 5 pour tout h, on obtient immédiatement
Ao = 0. Si ¢1,1 et £1,2 ne sont pas proportionnelles, en substituant a (X1, X2) le zéro (z1,z2) de £1,2, qui
n’est pas zéro de /> 5 pour tout h, on obtient immédiatement A1 = 0. Si #1,1 et ¢1 2 sont proportionnelles, on
commence par simplifier par £1 2 puis on en substitue & (X1, X2) le zéro (x1,x2) de 1,2, ce qui donne encore
A1 = 0. On itere ce procédé, ce qui prouve que tous les \;, pour 0 < ¢ < g sont nuls.
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Reste donc, pour démontrer le lemme, a vérifier que I'image de L, ; dans Op est dans Iidéal (f, f2)Op, pour
i+ 7 >mi+me— 1. Dans ce cas (i + j > m1 + mz — 1), on peut supposer que ¢ > m et on a

my
Ly =@ ™ B = Ly, o) ™ B’ = Ly, oB
k=1

ol B est un polynéme de degré i + j — mi. Mais (voir la remarque 1.2.21), on peut écrire f; = L,,, o + g1 ot
g1 est un polynoéme de degré au moins m; + 1. Ce qui implique

Li,j = fiB-g:B.

Le polynéme g, B est une somme de monémes de degré au moins i+ j + 1, et est donc une combinaison linéaire
des Ly ,, pour k+£ > i+j+1. On peut donc écrire, pour tout r > m1 +mz +1 le polynéme L, ; sous la forme

L,;=Cfi+Dfs+E,

ou le polynéme E est une somme de monoémes de degré au moins 7, ceci en itérant le procédé décrit ci-dessus.
Montrons que, pour r suffisament grand, 'image de E dans Op est dans 'idéal (f1, f2)Op. Pour cela il suffit
de remarquer que si h est un polynéme qui s’annule en tous les points de V({fi, f2)) = {P, Py, ..., P}, sauf
en P, alors hX; et hX2 sont dans I(V({f1, f2))), et le théoréme des zéros implique qu’il existe N un entier
vérifiant (hX1)N € (f1, fo) ainsi que (hX2)™ € (f1, f2). Mais h ne s’annule pas en P, et son image dans
Op n'est pas un diviseur de 0 dans Op/(f1, f2)Op, et donc les images de X{' et X3 dans Op sont dans
(f1, f2)Op. Ce qui prouve que pour r > 2N, I'image du polynéme E est dans (f1, f2)Op. Ce qui implique que
pour i + j > my + ma — 1, 'image de L, ; dans Op est dans I'idéal (fi1, f2)Op. (]

Pour montrer que I'inégalité (x*) est une égalité, il suffit de montrer que le morphisme ¥ est injectif. On a le
lemme suivant.

Lemme 1.3.17 Le morphisme ¢ est injectif si, et seulement si, les deux courbes n’ont pas de tangentes com-
munes en P.

Preuve. Supposons que les deux courbes ont des tangentes distinctes en P, et supposons également que
(hi,hy) = 0. Cela veut dire que fohy + fihy = 0 modulo I'idéal I™7™2, Le polynéme foh; + fiho est
donc une somme de monémes de degré au moins m; + mz. Mais f; = L,,, o + g1 et fo = L,,, o0 + g2, ol les
polynémes g; et g sont de degré au moins égal a m; + 1 et ma + 1 respectivement. D’autre part, on peut
écrire h1 = hy . + h} et ha = hy , + hb, out B} et hj sont des polyndmes de degrés au moins égaux a r + 1 et
s+ 1 respectivement, et h; ,. et hy ; sont homogenes de degré respectif r et s. On a donc, apres identification,
T+mg =s+mq et hy Ly, o= —ho L, o. Mais, puisque les deux courbes n’ont pas de tangentes communes,
L,,, o divise hy s et L,,, o divise h; ,.. Donc, r > m1 et s > mg, ce qui implique que (hq, he) = (0,0). Sous cette
hypothese (pas de tangentes communes aux deux courbes), le morphisme 1) est injectif.

Par contre, si les deux courbes ont au moins une tangente commune, d’équation ¢ (qui est une forme linéaire
en (X1,X5)), alors L,,,, o = €Ly, .0 €6 Ly 0 = €Ly, 0, 01t Ly, o €t L, o sont de degrés respectifs m; — 1 et

mgy — 1. On a donc (—L,, 0, Lim,.0) # (0,0) et Ll of1 — Lin, ofe € ™2, Ainsi, (=L, 0y Lin,.0) = 0. Le
morphisme 1) n’est donc pas injectif. Ce qui acheve la preuve de ce lemme 1.3.17. ]

Le lemme 1.3.17 termine la preuve de la propriété 4.

Les six propriétés de la définition 1.3.4 sont démontrées pour pup(C1,C2), ce qui prouve le théoréme 1.3.10. m
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1.3.3 Théoréme de Bézout

Soit C1 et C2 deux courbes planes projectives d’équations respectives Fi et Fy, de degrés respectifs m1 et mao,
sans composante commune. Le but de ce paragraphe est de montrer le célebre théoreme de Bézout, et pour
cela il faut revenir a I'une des idées évoquées au paragraphe précédent : il serait souhaitable de disposer d’une
description de la multiplicité d’intersection de deux courbes qui soit de méme type que celle qu'on a pour la
multiplicité d’intersection d’une droite et d’une courbe.

Démontrons tout d’abord le théoreme suivant qui est une premiere indiction quant au nombre de points
d’intersection de deux courbes projectives.

Théoréme 1.3.18 Soit C; et Cy deux courbes algébriques projectives planes d’équation respectives Iy et Fy, de
degré respectif m, et mo. On suppose que les deux courbes sopnt sans composantes communes. Alors le nombre
de points d’intersection de ces deur courbes est inférieur ou égal a mq X ms.

Preuve. On choisit tout d’abord un point @ en dehors de Ci et Cz2, ainsi qu’une droite L qui ne contient
pas le point @ et qui n’est composante ni de C; ni de C2. On choisit le repere projectif dans le plan de telle
sorte que le point @ ait pour coordonnées homogenes (0;0;1) et la droite L ait pour équation L = {X, = 0}.
On définit la projection m du plan IP?(@) privé du point @ sur la droite L par la construction suivante :
(M) est, pour M € P?(C) \ {Q}, le point d’intersection de la droite (QL) avec la droite L. Si M a pour
coordonnées homogenes (zo; z1; x2) dans le repere choisi, alors 7(M) a pour coordonnées homogenes (zo; z1;0).
Les équations des courbes C1 et Co sont dans ce repere respectivement Fy; = 0 et F» = 0, ou Iy et Fh sont
des polynomes homogenes de degré respectif mi et mo. Puisque @ n’est ni sur C; ni Cs, si on écrit ces deux
équations suivant les puissances décroissantes de Xa,

mi m2
£y :ZAml—iX§7 Fy :ZBmz—ng
i=0 =0

ol les A; sont des polynomes homogenes en Xy et X1 de degré mi — i, les B; sont des polynoémes homogenes
en Xy et X7 de degré ma — j, les polynomes Ag et By ne sont pas nuls : s’ils I’étaient, alors par exemple
F1(Q) = Ao(0,0) = 0 car tous les autres coefficients A;(0,0) sont nuls (les A; sont homgenes de degré i > 0),
ce qui contredit le fait que @ ¢ C1. Ce qui implique que le résultant Resx, (F1, F2) est un polynéme homogene
en Xo, X1 de degré mi x msa.

Soit P un point d’intersection de C1 et C2, de coordonnées homogenes (co; c1;c¢2); on a F;(co,c1,c2) = 0 pour
i = 1,2, donc Resx, (F1, F2)(co,c1) = 0. Réciproquement si (co;c1;0) sont les coordopnnées homogénes d’un
point C' de la droite L, si Rx,(F1, F2)(co,c1) = 0, alors C est I'image par m d’un point de C1 N Ca.

On fait un choix supplémentaire : le point () n’est situé sur aucune des droites joignant deux points d’intersection
de C1 et Ca. Ceci est possible puisque nous savons déja (voir 1.3.1) que deux courbes sans composante commune
se coupent en un nombre fini de points. Ainsi chaque point d’intersection de C; et C2 correspond a un point et
un seul sur la droite L (son image par m), et ce point est un zéro de Resx, (F1, F2) qui est de degré mi X ma.
Il y a donc au plus mi X mz points d’intersection entre C; et Cs. ]

Théoréme 1.3.19 Soit C; et Cy deuz courbes algébriques projectives planes d’équation respectives F) et Fs,

de degré respectif my et my sans composante commune. On suppose que les conditions suivantes sont réalisées.

(*1) Le point Q de coordonnées homogénes (0;0;1) n’est pas dans C; UCs ;

(*2) Le point Q de coordonnées homogénes (0;0;1) n’appartient & aucune des droites joignant deux points
distincts de C; N Cy ;

(*3) Le point Q de coordonnées homogénes (0;0;1) n’appartient ¢ aucune des tangentes a C; ou Co en un point
de C; NCsy.

51 s’agit bien la d’une projection au sens affine, si on décide que le point @ est sur la droite de l’infini : I’application 7 est
la projection sur la droite L parallelement a la direction donnée par Q.
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Soit {Py,...,Py} = Cy NCy, et on note (a;,b;,¢;) les coordonnées homogénes du point P;, pour i =1..., N.

Alors,
N

— Resy, (Fy, Fy) = CH(biXO —a;X1)%, ot C est une constante compleze et s; est un entier strictement
i=1
positif.
— La multiplicité d’intersection Vp, (C1,C2) des courbes C1 et Ca au point P; est égale & lentier s;.

Preuve. (voir par exemple [6] et [1])

~Remarquons tout d’abord qu’on sait (théoréme 1.3.1) que C; N Cy est un ensemble fini, et on note N son
cardinal .

— Soit ¢ € [1,N]. Puisque P; € C; NCy, on sait que F(a;,b;,¢;) = Fy(az,b;,¢;) = 0, ce qui implique que
Resy, (Fi, Fs)(a;,b;) = 0. Le polynéme Resx, (F, F3) est un polynéme homogene en (X, X;) (de degré m;ms,
mlrn2
en raison de la condition ;); on peut écrire Resx, (Fi, F3) = H (axXo + BrX1), et il existe k; tel que
k=1
ay, a; + By b; = 0. On peut donc prendre (modulo constante multiplicative) ap =b; et B, = —a;, et on voit
que b; X —a; X, divise Resx, (Fi, F5). De plus, si i # j, a;b; —b;a; # 0, car sinon, les points Q, P; et P; seraient
alignés, ce qui est contraire & ’hypothéses x,. Soit s; le plus grand entier positif tel que (b; Xy — a;X;)% divise
Resy, (Fy, F5). On peut écrire alors
N
Resx, (Fy, Fa) = C(Xo, X1) [ [ (b: X0 — a;: X,)*

=1

ou C'(Xy, X1) est un polynéme homogene non nul. Reste & montrer que le polynéme C(Xj, X;) est le polynéme
constant. Si ce n’est pas le cas, soit (a,b) un zéro de C (X, X;) différent de (0,0) (le cas (a,b) = (0,0) est &
écarter car alors ou bien il existe ¢ # 0 tel que le point de coordonnées homogenes (0; 0; ¢) est élément de C; NC,,
mais ce point est le point @ et cela contredit I'hypothese x;, ou bien seul le triplet (0,0, 0) est zéro commun a F}
et F5). On a alors Resy, (F1, F>)(a,b) = 0 et nécessairement il existe ¢ € € tel que Fi(a,b,c) = Fy(a,b,c) = 0.
Le point M de coordonnées homogenes (a; b; ¢) est donc un point de C; NCy, et est donc I'un des points P;. Ce
qui implique que le polynoéme C(Xy, X;) est divisible par b; Xg — a; X, ce qui contredit le fait que s; est le plus
grand entier positif tel que b; X, — a; X, divise Resy, (F1, F5). Le polynéme C(X,, X;) n’a donc pas de zéro :
c’est donc un polynéme constant non nul, égal a C.

—D’apres le théoreme 1.3.8, pour montrer que, pour 1 < ¢ < N, 'entier s; est la multiplicité d’intersection des
courbes C; et Cy au point P, il suffit de vérifier pour ces entiers les propriétés 1, 2, 4, 5, et 6. de la définition
1.3.4. Pour alléger les notations, on désignera le point particulier P; par P, ’entier s; par s, et les coordonnées
homogenes de P par (a;b;c).

e La propriété 1 de la définition 1.3.4 est vérifiée par s, car un résultant est un déterminant, échanger les
courbes C; et C, revient a échanger des colonnes de ce déterminant, ce qui le laisse invariant au signe pres (et
n’influe pas sur son degré).

e La propriété 2 est vérifiée immédiatement.

e La propriété 5 se déduit de la proposition 1.1.15, en remarquant que le degré d’un produit de polynémes
est égal a la somme des degrés de ces polynomes.

e La propriété 6 se démontre en utilisant encore une fois les propriétés des déterminants. On remarque tout
d’abord qu’on peut choisir un repere tel que le point P a pour systéme de coordonnées homogenes (1;0;0).
Soit alors, pour i = 1,2,

fi(X17X2) = Fi(17X17X2)7
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et considérons Resx1 (f1, f2). C’est un polynéme en X, dont 0 est racine de multiplicité exactement s. On fait
la méme chose pour F| + AF; et Fy. Le polyndéme a est défini par a(X;, X3) = A(1, X;, X5) et on compare
Resy, (f1, f2) avec Resy, (fi + afa, f2). On notera a(X1, X2) = > 77 _, ar(X2)XP™" avec p = degré de a et
ar = 0 pour k > p.

— Si m1 > meo + p, les deux résultants sont de taille mi 4+ m2; en ajoutant aux me premieres lignes de
Res X, (fi+af2, f2) une combinaison linéaire des mo derniéres lignes, ne change pas la valeur du déterminant
et on obtient Resx, (f1, f2).

— Simi < mg+p, alors ResX1 (f1+ afz, f2) est de taille 2ms + p; on ajoute & chacune des mo premieres lignes
une combinaison linéaire des m2 + p derniéres, ce qui ne change pas la valeur du déterminant. Le calcul en
développant par rapport & la premiere colonne donne alors exactement Resx, (f1, f2).

e Reste & montrer la propriété 4. Soit de nouveau, pour i = 1,2,
fi(XhXQ) = Fi(17X17X2)‘

On peut alors écrire, pour i = 1,2,

fi( X1, Xo) =

-1 1

FioXDXS "+ fin(XOXS 44 fim n (XO)X3 "+ fim —n 1 (X)X X5 4 fi (X)X

ou n; désigne la multiplicité de la courbe C; au point P, et ou les f; , sont des polynémes en X, les polynémes
fi,k, pour k > mi —nq, et fao, pour £ > ma — ny étant constants (cela se déduit du développement de Taylor
de f1 et f au point P*). On a vu que, si ¢; ;, pour 1 < j < n, sont les équations des tangentes en P (distinctes
ou confondues) & la courbe C;, alors

.
i

n, n,—1 n.
[T = *(Fim,—n X304 i, 1 Xa X5 4 fin X7

Jj=1

ou k est une constante non nulle. Donc, dire que les deux courbes ont des tangentes distinctes en P est équivalent
a écrire que le systeme polynomial homogene suivant de deux équations n’a pas d’autre solution que la solution
X1 = XQ = 0.

-1
Fromy—n, X5 4 frm,—n, 1 X1 X514 frn X1 =0

—1
f2,m27niX;2 +f2,m27n2+1X1X2"2 +"'+f2,m2XIL2

Aps _ ([ o™l fy
Ainsi, par exemple, f1,m;—nq+k = ( k ) oak o,k (0,0)
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Ce qui équivalent & écrire que le déterminant D; ci-dessous est non nul.

-fl,ml—nl f17m1 0 0
0 fl,ml—n1 f17m1 0 0
0 0 fl,mlfn1 fl’ml
D, =
f2,'m27n2 fgme 0 . . 0
0 f2,m27n2 f27m2 0 e 0
0 R Fom, |

Par ailleurs, dire que la droite joignant les points @ et P (dont I’équation est dans le repere considéré est
X, = 0) n’est pas une tangente & la courbe C; ou a la courbe C, (condition *3) est équivalent & écrire que
fi,mf”i # 0, pour ¢ = 1,2. Et donc dire que cette méme droite ne rencontre C; N C, qu’au point P (condition
*5) est équivalent A écrire que le systéme

{ f1(0,X3) =0
f2(0,X3) =0
a pour unique solution X, = 0, c’est-a-dire que le systeme

1

Fro(OXS ™ + f11(0)X,"

-1

+ -+ fl’m1_”1 (0) =0
f2,0(0)X;n2_n2 + fz,l(O)X;nZ +-+ f2,m2—n2 (0)=0

n’a pas de solution, ce qui se traduit en terme de résultant : le déterminant D, ci-dessous est non nul.

[ f1,0(0)

0

DQ =
f2,0(0)

f1,0(0)

..0

f2,0(0)

fl,O(O)

fz,o(o)

fl,ml —ny (O)

f2,m27n2 (0)

0

fl,'mlfn1 (0)

0

f2,m2 —n, (0)

0

0

f2,m2—n2 (0) h
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Revenons au calcul du résultant Resx, (f1, f2) : multiplions la m2 —na + 1-éme ligne par X1, la ma —na + 2-éme
ligne par X%, ainsi de suite jusqu’a la me-éme qu’on multiplie par X1?; multiplions la m1 + m2 — n1 + 1-éme
ligne par X1, mi + mo — ni + 2-eme ligne par X7, ainsi de suite jusqu’a la mi + mae-éme qu’on multiplie
par X{''. Apres ces deux suites d’opérations, on a multiplié Resx, (f1, f2) par X11+2+"'+"1+1+2+"'+"2. Passons
aux lignes : on divise la derniére colonne par X' *"2  I'avant derniére par X' 727! ainsi de suite jusqu’a la
m1 + ma — n2 — n1 + 1-éme colonne qu’on divise par X;.

1424 1)t 1424 1424 A .
On a divisé donc par X, T2t (mathbdnitna) _ jlf2tfnatlf2tdnatnine) gy conclusion on a

Resx, (f1, f2) = X{"2 D(X)
ot D(X1) est un déterminant dont les coefficients sont des polynémes en X;. Un calcul de déterminant donne :
D(O) = D1D27

On en déduit que, puisque s = max{c | Resx2(f1,f2) = X7Q,Q(0) # 0}, s > vp(C1)rvp(C2) = nyny. De plus
s = vp(C1)vp(C2) si, et seulement si, C1 et C2 n’ont pas de tangente commune en P, car, puisque D, # 0,
D(X1) = 0si, et seulement si, D; = 0 si, et seulement si, les deux courbes ont des tangentes communes en P. m

Comme corollaire immédiat de ce théoreme 1.3.19, on obtient (enfin) le théoréeme de Bézout ci-dessous.

Théoréme 1.3.20 Théoreme de Bézout. Soit C1 et Ca deux courbes planes projectives complexes sans com-
posante commune et de degrés respectifs mi et mo. Ces deux courbes ont exactement mime points d’intersection,
lorsqu’on tient compte des multiplicités. Plus précisément, si {Pi,...,Ps} = C1 NCa, alors

s

Z vp; (C1,C2) =mima.

i=1

Preuve. Il suffit de remarquer qu’on peut, par un changement de repere projectif, supposé que les conditions
(*1), (*2) et (x3) du théoréme 1.3.19 sont vérifiées. Le résultat est immédiat, car la condition *; implique
que le degré de ResXO (F1, Fy) est exactement mims, et le théoréme 1.3.19 implique que ce degré est aussi

s

ZVPi(ChCQ). ]

i=1

1.3.4 Applications du théoréme de Bézout

Proposition 1.3.21 Soit C une courbe algébrique projective plane de degré n d’équation F' et de degré n, sans
composante multiple. L’ensemble des points singuliers de C est fini et si s désigne le nombre de points singuliers
de C, on a

> vr (@) @r (€)= 1) <n(n-1),

ot {P1,...,Ps} est 'ensemble des points singuliers de C.

Preuve. La courbe C est sans compoosante multiple, donc, F' est un polynéme sans facteur multiple. On
choisit un repere dans lequel

— le point de coordonnées homogenes (1;0;0) n’est pas un point de la courbe C;

— la droite d’équation Xy = 0 n’est pas une composante de la courbe C.
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Dans ces conditions, remarquons tout d’abord qu’on peut supposer que F’ = est un polyndéme non constant

0X,
homogene qui définit une courbe algébrique notée C’. En effet, si F est le polynér(;le nul, alors F' est un polynéme
homogene en (X, X,), et dans ce cas le point de coordonnées homogenes (1;0;0) serait sur la courbe C. Et, si
F'=k (k€ @), alors F = kX, + A(X1, X5) et dans ce cas (puisque F est homogene), le degré de F est 1, la
courbe C est une droite “simple” qui n’a pas de points singuliers et la formule annoncée est vraie. Les courbes
C et C' n’ont pas de composante commune, car F et F’ n’ont pas de facteur commun. En effet, on a le lemme
suivant.

. A \ . ) . 0
Lemme 1.3.22 Soit f et g deux polynéme en Xy a coefficients dans C[X,, X,]; si g divise f et GTJC’ alors
0

g° divise f.

Donc, si F' et F’ ont un facteur commun, soit G, alors G* est un facteur de F, ce qui contredit le fait que
C est sans composante multiple. On peut donc appliquer le théoréme de Bézout aux courbes C et C'. En
remarquant que d’une part, si P € C NC’, alors (par définition de la multiplicité d’une courbe en un point)
vp(C") < vp(C) — 1, et d’autre part, que si P est un point singulier de C, alors P € C N C’, on obtient la suite
d’inégalités suivante qui permet de conclure.

> w@@r@ -1 < Y vp€)wp(€) —1) <n(n-1),
PeSing(C) pPecnc’

ot Sing(C) désigne ’ensemble des points singuliers de la courbe C.

Preuve du lemme 1.3.22. Si g divise f, alors f = hg et 887)];0 = 38)};09 + haa—)‘?o. Or, g ne divise pas ;—)?0,

donc si g divise ﬁ, g divise h et g2 divise f. L]
0X,

Ce qui termine la preuve de la proposition 1.3.21. [ ]

Conséquence 1.3.23 Sur une courbe algébrique plane,
1. il y a au plus n(n — 1)/2 points doubles,
2. il y a au plus n(n — 1)/6 points triples.

En effet,

1. Si tous les points singuliers de la courbe sont doubles, donc de multiplicité 2, on obtient

s

2s=) 2(2—1)<n(n—1).

i=1

2. Si tous les points singuliers de la courbe sont triples, donc de multiplicité 3, on obtient

65225:3(3— 1) <n(n-1).

i=1
Si on regarde de nouveau ce qu’on peut dire pour deux courbes, on obtient les résultats suivants.

Conséquence 1.3.24 Soit C; et C2 deux courbes planes de degré respectif m; et meo

1. Si elles sont sans composante commune, alors

> v (C:)

PeCiNCa
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2. Si card(C1 N C2) = mima, alors tous les points de C1 N C2 sont simples sur C; et Ca.

3. Si card(C1 N C2) > mima, alors C1 et C2 ont une composante commune.
Une jolie application du théoreme de Bézout est le théoreme de Pascal ci-dessous.

Théoréme 1.3.25 Soit C une conique plane projective irréductible et soit P;, 1 < i < 6, 6 points distincts sur
cette conique. On désigne par L; la droite (P;, Pit1), pour i =1,...,5, et par L¢ la droite (Ps, P1).
Soit Ay = L1 N La, Ao = LaN Ls et A3 = L3N Le. Les points A1, A2 et As sont alignés.

Preuve. On considére les deux cubiques C1 = L1 U L3 U Ls et C7 = Lo U Ly U Lg. leur intersection contient

tous les points P;, 1 < i < 6. Cette intersection contient également les points A, A2 et As. Le théoréme de

Bézout implique que 'intersection de Cy avec C3 est exactement constituée de ces 9 points. On suppose que la

congiue C est donnée par ’équation (réduite) f = 0, ou f est un polynéme homogene de degré 2. On suppose

que 01 = V(gl) et 02 = V(gz).

Soit P un point de C, distincts des 6 premiers points choisis ; ce point vérifie g1 (P)g2(P) # 0, car si par exemple

g1(P) = 0alors CNC1 = {P, P1, P2, P3, P14, P5, Ps }, ce qui donne 7 points d’intersection entre ces deux courbes,

qui d’aprés Bézout (elles sont sans composante commune), ne peuvent se couper qu’en au plus 6 points.

Soit g = g1(P)g2 — g2(P)g1; g est un polynéme homogene de degré 3 tel que V(g) contient l’ensemble

{P, P\, P, P3, Py, P5s, Ps}. De plus, V(g9) N C = {P, P\, P2, P3, Py, P5, Ps}. Si C et V(g) étaient sans compo-

sante commune, leur intersection contiendrait au plus 6 points, d’apres Bézout. Ceci prouve que V(g) et C ont

une composant commune. Donc

— ou bien g n’est pas une équation réduite, I’équation réduite de V(g) serait de degé au plus 2, et dans ce cas
Pintersection de C avec V (g) comporterait au plus 4 points : ce cas est & exclure;

— ou bien V(g) et C ont une composante commune avec g équation réduite, ce qui implique g = f x £ (modulo
inversible) ol £ est une forme lindaire (pour raison de degré) et V(g) = C U V(¢). Les points A1, Az et As
ne sont pas sur C, ils sont donc sur V({) et sont alignés.

[



Chapitre 2

Théoréme de Newton-Puiseux

2.1 Introduction

Tout d’abord notons que le cadre de 1’étude locale des courbes planes est 'anneau local factoriel C{z,y}.

Remarque 2.1.1 Si on considére la courbe d’équation y? — z? (x + 1) = 0, cette courbe est définie par un
polynéme irréductible dans C[z,y]. Par contre ce polynéme vu dans C{z,y} n’est pas irréductible. En effet
v -2+ D) =(y—asveFDy+ave+1)=(y—a—z*/2+23/84+- ) (y+x+2?/2—2°/8+ ) puisque
‘on a un produit de deux fonctions holomorphes dans le disque D(0, 1).

2.1.1 Le probléeme « a ’envers »

Supposons qu’une courbe soir “définie” par y = z°/2+"/* ; alors par élimination des radicaux on peut considérer
que cette courbe est la courbe d’équation f(z,y) = y* 4+ 28 — 222y — 42y — 27 = 0, qui est ’équation d’une
courbe algébrique.

- t4 4 4 e s
ST ; alors t = a+/r avec a* = 1. En éliminant ¢, on
trouve de nouveau que f((z,y) = 0 avec f(z,y) = y* + 2° — 20%y® — 42y — 2", En fait,

fa,y) = [ w-(@¥2)° - (@¥z)")

at=1

On peut aussi utiliser un paramétrage : {

En fait le probleme qu’on se pose est celui de la paramétrisation des courbes algébriques données sous la forme
f (-T ’ y) =0.

2.1.2 Le théoréme de Newton-Puiseux

Le but ici est de montrer le théoréme suivant.

Théoréme 2.1.2 Soit f € C{x,y} tel que f(0,0) =0 et f(0,y) n’est pas identiquerment nul.
Il existe un entier n € IN, et une série ¢ € C{t} vérifiant :

F" () = 0(x)

Si on note p(t) =Y ait’, alors y(z) =Y aiz’/™ = o(x'/™) est un développement de Puiseuz de la courbe C
donnée par { f(z,y) = 0}.

Corollaire 2.1.3 La série H (y — p(at)) divise f dans C{t} et est convergente.

an=1

35
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Remarques 2.1.4 1. Si f est irréductible, on passe d’un développement de Puiseux & un autre par l'action

du groupe pn des racines n-iémes de 'unité définie par, si w est une racine primitive, z'/™ — wz'/™.

2. Si f est réductible, alors il y a d’autres séries possibles, qui correspondent aux branches irréductibles de
la courbe.

La preuve du théoréeme de Newton-Puiseux se fait en deux étapes : on montre tout d’abord qu’il existe une
solution série formelle & 1’équation (x). Puis on démontre que cette solution est convergente en montrant qu’il
existe des solutions convergentes et que celle qu’on a construite en fait partie.

2.2 Existence d’une solution de (%) série formelle dite de Puiseux

2.2.1 Support, Polygone de Newton

Définition 2.2.1 Le support de f, noté A(f), lorsque f(x,y) = Z aa,gazayﬁ est défini par
(0, B)IN* X IN*

A(f) = {(a, B)N* | aa,p # 0}.

Définition 2.2.2 Le polygone de Newton de f(x,y) = Z aaﬁm”y’g est I’enveloppe conveze dans IR? de
(o, ) IN*IN*
la réunion des premiers cadrans nord-est d’origine les points de A(f).

a
polygone de Newton

of of
ox’ Oy
en 0 et le théoréme 2.1.2 est exactement le théoréme des fonctions implicites. On supposera donc que m > 2.
Et la preuve se fait par récurrence sur m.

Remarque 2.2.3 Soit m la valuation de f(0,y); si m = 1, alors ) # (0,0), il n’y a pas de singularité

2.2.2 Premier pas

1. Si f(z,y) = Z 2“y? (on dit alors que f est quasi-homogene), alors m = v/p et le polygone de
atpp=v
Newton de f est un segment de droite (dont I’équation est o + pf3 = v, et v est I’abscisse du point de
rencontre de ce coté avec ’axe horizontal..
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m=2 f est quasi-homogene

m=p/v

Posons 1 = p/q avec p et ¢ premiers entre eux, et

_4q
{x—t — f(z,y) = Z aaﬁcﬁtq(av%u):tqu Z aaﬁcﬁ

y = ctP
a+pp=v a+pp=v

Si f(z,y) =y™, alors on a la paramétrisation x = ¢,y = 0. Sinon, Soit ¢ # 0 vérifiant Z aaﬁcﬁ (on
atpB=v
fait ici un choix) et on considere la paramétrisation =z = t,y = ct?.
2. Si f n’est pas quasi homogene, soit 1/uo la pente la plus forte en valeur absolue donnée par les cotés du
polygone de Newton : c’est le cdté du polygone passant par le point (0, m) qui la fournit, c6té porté par
la droite d’équation a + pof8 = 1o, et 1o est ’abscisse du point de rencontre de cette droite avec ’axe

horizontal.
f n'est pas quasi-homogene
m=2
\
A
3 —
v
Soit fo = Z apz®y”. On détermine ¢y (plusieurs choix possibles) tel que fo(z,y) = 0 avec
a+poB=ro

= ¢ .
{m et uo = po/qo avec po et qo premiers entre eux.

z = xi°
On pose alors { L On a alors

y = x7%(co+y1)
flz,y) = 2 fi(z1,31) (= = fi(z1,91))

et on itere le procédé avec fi
En fait, on cherche ¢, pi/q: tel que yiy1 = cixfj_/lqi absorbe tous les monémes de f; situés sur le coté le plus
pentu du polygone de Newton de f;.

On construit ainsi une suite de « solutions approchées »

y = xp0/00(60+y1)
Y1 $p1/q1(cl_|_y2)
Y2 = IPZ/qQ(CQ"_yS)
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D’ou
y:xpo/qo(C0+$1171/q1(cl+x1272/112(62+.”)))

Posons p; = pi/¢i ; on obtient alors

y= coz™ + clx“°+“1/q° + C2xuo+ul/qo+u2/(qoq1) NI

De plus m;+1 < m, : la suite des m,; est donc stationnaire.

Ainsi, on définit une série si la suite des dénominateurs ne croit pas indéfiniment. Dans certains cas (voir les

deux exemples ci-dessous) le processus s’arréte, avec ;-1 = 0 (en fait c’est que le polygone de Newton de f;
) +

est réduit & un point). On a la proposition suivante.

Proposition 2.2.4 Il existe un indice io tel que p;, est un entier.
Conséquence 2.2.5 Dans ce cas, y est représenté par un série en z'/™, avec n = qoqi . . . qr,-

Preuve de la proposition. Il suffit de montrer : p; ¢ IN = m; > m;41, ou, de maniere équivalente, m; =
mi+1 = i € IN.

Pour simplifier les notations, on fait la preuve avec ¢ = 0. On a donc z = z{° et y = z{°(co+y1). En substituant
dans f on obtient :

200 fi(wryn) =200 | D aas(co+y1)” + ()
a+poB=vo
Mais, vo = pom d’ou

f1(0,41) = Y aapleo+y)’ | =glco+m)

atpoB=pnom
ol ¢o est une solution non nulle de I’équation g(t) = 0. Or le polynéme g est de degré exactement mg (car la
droite d’équation o + o3 = v rencontre I’axe horizontal au point d’abscisse v9 = pom). Pour calculer my, il
faut trouver la multiplicité du zéro y1 = 0 du polynéme f1(0,Y7), c’est donc la multiplicité de ¢o comme zéro
de g.
Si mo = ma1, c’est que g(t) = cte(t — to)™. Le coefficient de t™~* dans g(t) = Z o pt” West donc pas

a+poB=pom
nul et aa,m-1 # 0 avec a + Buo(m — 1) = pom. On a ici donc o = po ce qui implique que po est un entier

puisque « Dest. =

2.2.3 Quelques exemples
f(z,y) = y* + 2% — 223y* — 4yx® — =°.

Polygone de Newton de f :

0.4
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On a po = 3/2 =1po/qo; o+ o = 6, d’ott ¢§ — 2¢d +1 = (¢ — 1) = 0. Ici, on fait un choix car ¢y = 1. Soit
co=1etz=2al,y=23(14+w).

fi(ar,y1) = 4y? + 4y? + yi — 4o} — dafys — af.

Polygone de Newton de fi :

0,4
0,3
(0,2

3.1
X

30 6D

Onapu =3/2=np/q;a+mB=3, dou 4(cf — 1) = 0. Ici, on fait un choix car ¢; = £1. Soit ¢; = 1,
et y = 2%/ + 2°/*. En substituant dans fi la variable z1 par t2, la variable y; par ¢, on voit qu’ona obtenu
une paramétrisation de f1 et donc que cette approximation est correcte; d’ou les quatre développements de
Puiseux.

y =
y = 2372 _ p9/4
y = - 2372 + 29/4
y = — 232 _ 9/4
.. e s x t*
On peut ici prendre pour une paramétrisation { 16 4 49
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f(z,y) =y* — 2y°2° + 2® — 4ya® — 7.

Polygone de Newton de f :

~

(04)
3,2)

1)
(7,0)

(%.0)

On a pio = 3/2 =po/qo; o+ pof = 6, d’ott ¢§ — 2c3 +1 = (¢ — 1) = 0. Ici, on fait un choix car ¢y = 1. Soit
Co = 17 et x = x%ay = x?(]‘ erl)

Fil@i,y) =48 + 491 + vt — der — dways — 2.
Polygone de Newton de fi :

0.4)
(0,3)
(0,2)

AN N

)

ra

(1.0)

Onaw =1/2=pi/q1; a+ pwp =1, dou 4(cf — 1) = 0. Ici, on fait un choix car ¢cop = £1. Soit ¢g = 1,
et y = 2%/2 4+ 271, En substituant dans f, on voit que cette approximation est correcte; d’ou les quatre
développements de Puiseux.

_ m3/2 +$7/4

y =
y = 22 _ g7/
y = —a¥? g7
y = —a¥? g4
4
On peut ici prendre pour une paramétrisation { 0 147

2.3 Existence d’une solution de (x) série convergente

Cette existence est donnée par le théoréme suivant.

Théoréme 2.3.1 Soit f € C{z,y}, irréductible tel que f(0,y) nest pas identiquement nul, et soit m =
val(f(0,y)) ; il existe g > 0 vérifiant Ve,0 < € < €9,30 > 0 et Jy(z) série convergente € T{z} tels que
T B={zeQtqlz| <ém} — Q>
z = w(z) = (z"y(2))

De plus 771(0) = {0} et si X = {(z,9) | |y| < &, |z| <6, f(z,y) = 0} le morphisme T g oy - B\{0} = X\{O}
est biholomorphe.

est holomorphe surjective.
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Preuve. Le théoréme de préparation de Weierstrass permet de supposer que f(z,y) = y™ +c1(2)y™ ' +---+
¢m(z). On admet le lemme suivant.

Lemme 2.3.2 Pour ¢ assez petit, il existe § > 0 tel que pour |xo| < §, le polynéme f(xo,y) a exactement m
zéros dans {(z,y), |z| <4, |y| < e}

Puisque f est irréductible, f et g—’; sont premiers entre eux dans C{z}[y], ce qui implique (résultat admis ici),
que c’est aussi le cas dans C{x, y}.

Conséquence : {f =0} N {% = 0} est formé de points isolés (c’est le théoréme de Bézout, lorsqu’on travaille
dans un cadre algébrique, on admet ce résultat dans le cas analytique).

Si ¢ est asez petit et si 0 < |zo| < 0, % ne s’annule pas sur {y, f(zo,y) = 0} et f(xo,y) a m zéros simples.
Soit yo 'un de ces zéros; le théoreme des fonctions implicites implique ’existence d’une fonction holomorphe
y(z) et un voisinage de z¢ dans lequel cette fonction donne une paramétrisation de X. Ce qui prouve que X
est une variété lisse au voisinage de (xo,¥o0), et (z,y) — x est biholomorphe dans ce voisinage.

Dong, si Ds est le disque centré en 0 de rayon 4, on a un revétement X \ {0} — D;s \ {0}; ce revétement est
le revétement d’un disque épointé par un connexe. Donc, si on choisit zo € B\ {0} tel que 23* = xo, ou encore
z0 € B\ {0} tel que f(23",y0) = 0, il existe un unique homéomorphisme 7 : B\ {0} — X \ {0} tel que le
diagramme suivant commute.

x\{0oy <  B\{0}
P1 o\, /D2
Ds \ {0}

ou p1 est définie par p1((z,y)) = x et p2 par p2(z) = 2z™. Onaw(z) = (2™, y(z™)) ou § est holomorphe. De plus
7 est biholomorphe car 7~ *((z,y)) = {/z pour une branche bien choisie de {/z. Les racines d’un polynéme
sont des fonctions continues en les coefficients du polynéme, donc quand z tend vers 0, y(z) tend également
vers 0. On obtient donc une fonction continue y(z) par prolongement, qui est holomorphe sur B\ {0}, donc
holomorphe sur B. D’ou la paramétrisation de X : w(z) = (2™, y(2)) L]

2.4 Fin de la preuve du théoréme de Newton-Puiseux

2.4.1 f est irréductible

Soit f € C{x,y}, présentée sous forme “Weierstrass”, dans T{z}[y]. Si f est irréductible, le théoréme 2.3.1
donne une solution série convergente & l'équation f(z,y) = 0, soit y(z!/™). On a donc m solutions séries
convergentes & cette équation exactement, qui sont y(a:l/m), y(wxl/m), e ,y(wmfla:l/m), ol w = exp(2imw/m).
La série formelle trouvée plus haut induit 'existence de m solutions séries formelles & ’équation f(z,y) = 0. Il
ne peut y en avoir plus donc ce sont les séries convergentes qu’on vient de trouver.

Les séries de Puiseux sont donc convergentes.

2.4.2 f n’est pas irréductible

Si f n’est pas irréductible, une série de Puiseux de f est en fait une série de Puiseux de I'une des branches de
la courbe. Donc elle est convergente.

On voit ici que dans ce cas il y a des choix de deux natures : on choisit une branche f; de f d’une part, et
d’autre part on choisit une racine m;-iéme de 'unité, ot m; = val(f;(0,v)).
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2.4.3 Retrouver f a partir d’une série de Puiseux
On a le théoréme suivant.

Théoréme 2.4.1 Soit m un entier et y(z) € C{z} une série convergente; l’image X de z — (2™, y(z)) est le

lieu des zéros de la fonction holomorphe f(z,y) = H (y — y(wrl/m) dans un voisinage de O € @2,

wm=1

Preuve. Pour x # 0 il est clair que f est holomorphe. On prolonge f par continuité en O ce qui donne une
fonction holomorphe y compris en O. ]

2.5 Résolution des singularités de courbe plane

Remarque 2.5.1 Le morphisme 7 : B — X est un paramétrage d’une composante irréductible de X, qui
peut étre singuliere, par un espace lisse. Ce qui entre dans le cadre de la résolution de singularités de courbe.

Définition 2.5.2 Une résolution des singularités de X est un morphisme propre surjectif holomorphe X=X
de source X lisse et tel que
7: X\ 7 '(SingX) — X \ SingX

est biholomorphe et X \ 7~ '(SingX) est dense dans X.

Ici donc, en reprenant les notations ci-dessus, on voit que si f est irréductible, B — X est un résolution des
singularités de X (et B est un disque qui ne dépend pas de f). Si f n’est pas irréductible, en travaillant branche
s

par branche, on obtient une résolution des singularités de X avec Ilm; : H B; — X.
i=1
2.6 Développement de Puiseux d’une courbe réductible

2.6.1 Les paires caractéristiques

«1s ;. . k 7ok
On considére une série de Puiseux y = E axz”, qu'on écrit sous la forme
keQk>1

my mo mg

- 2 £ k
y=amx™ +---+apc -t a_my M2 + - Fagx - ta_mg xt -Fag,x? -

ny ning ni...ng

k1 k2

ou (mi,n;) =1) (m1 > n1) et
1
ke — <k < 2

ny ni nin2 ’
ma

m
<k < 73, etc.

ning’ ninsg ninang

Mo < g,

ko €

ky €

b
ny...Ng Ni...Nyg
Rappelons que la suite des dénominateurs ne croit pas indéfiniment (voir proposition 2.2.4).

s
On pose kj = —2—.
niy...nj

Définition 2.6.1 La partie caractéristique du développement de Puiseux est

Eg: kj o P2 b P9
p(z) = ag;ad =0 (akl + gaiaz (ak2 Lo da qul.,.qg))

j=1
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avec (pi,q;) = 1.

. . . mi
Les paires de Puiseux sont les fractions —, ...,
ni Ng
Py

My

Les paires de Zariski sont les fractions p—l, e
1

dg
Les paires de Puiseux et les paires de Zariski sont les paires caractéristiques.

Remarque 2.6.2 On a les relations suivantes :
pi/qn = mi/n1,pi/q + p2/q1g2 = ma/ning ete. (et p1 = mi, 1 = n1)

2.6.2 Les exposants de coincidence

Si f est réductible, alors on obtient un ensemble de développement de Puiseux pour chaque branche. On définit
alors les exposants de coincidence entre les développements de Puiseux de chacune des branches.

Soient ¢ et ¢ deux développements de Puiseux pour deux branches distinctes de la courbe (réductible). Soient
n et n’ les dénominateurs les plus grands respectifs pour chacun de ces développements.

Définition 2.6.3 L’exposant de coincidence entre ces deuz branches, noté c(p,1)), est
c(p,¥) = max{valy(p(ex) — P(nx)),e" =1,n" =1}
Exemples 2.6.4

1. Supposons que les parties caractéristiques de deux branches sont données par ¢(x) = /13 et Y(x) =
z*2/13  alors ces seuls exposants de coincidence possibles sont : 1,2, 3, 41/13.

2. Supposons que les parties caractéristiques de deux branches sont données par ¢(x) = 273 et Y(x) = x21/5,
alors ces seuls exposants de coincidence possibles sont : 1,2,7/3.

Remarque 2.6.5 De maniere générale, si on connait les parties caractéristiques de deux développements de
Puiseux de deux courbes distinctes, le nombre d’exposants de coincidence possibles entre ces deux courbes et
fini, sauf si les deux parties caractéristiques sont égales.
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Chapitre 3

Résolution des singularités par éclatement

3.1 Introduction

Remarque 3.1.1 Le théoréeme de Newton-Puiseux donne pour un germe C' de courbe plane & r branches une

application propre surjective holomorphe II : H B; — C telle que la restriction de IT & H(Bj \ {0}) et & valeur
j=1 j=1

dans C est biholomorphe (les B; sont des disques). Cela ne permet pas de comprendre la disposition relative

des différentes branches. On va dans la suite désingulariser la courbe C' en éclatant IP?(@) en la singularité de

C'. Le but du chapitre est de montrer le théoreme suivant.

Théoréme 3.1.2 Soit X = IP(@) et C une courbe algébrique de X ; il existe une variété algébrique X sur @
et un morphisme w: X — X tels que

1. X est lisse ;
2. le morphisme  est propre (ie l’image réciproque d’un compact par 7 est un compact)
3. le morphisme T est un isomorphisme (=biholomorphe) de X \ 7~ (SingC) sur X \ SingC ;

4. 7 H(C) est un diviseur a croisements normau.

oll une variété algébrique sur @ est une sous-variété d’un espace projectif IPY (T) défini par des équations
algébriques, et un diviseur d croisements normauz (DCN) est localement de la forme {(z1,z2) | z7'z5? = 0}
ou {(z1,2) | 27 = 0}

Ce théoreme peut se résumer dans le diagramme suivant.

1O\ Sing0) — ') 2N X o X\ l(Singl) — X\x'(C)
I~ ! L I |~
C'\ SingC — C - X X \ SingC — X\C

La transformée totale de C est 7~ *(C'). Notons C I'adhérence de 7~ (C'\ SingC) ; c’est la transformée stricte
de C. C’est une courbe lisse et c’est ce qu’on appelle une désingularisation de la courbe C. L’adhérence de
7~ HC) \ C est le diviseur exceptionnel.

On associe a cette désingularisation le graphe dual du diviseur exceptionnel : chaque sommet représente une
composante du diviseur exceptionnel (c’est & dire un IP') et est pondéré par I’exposant e de I’ équation locale
z¢ = 0 de ce P!, et indexé par son numéro d’apparition 41, #2, ... au cours des éclatements successifs. De plus
on représente par une fleche chaque composante de la transformée stricte de C'. Entre deux sommets, on a une
aréte lorsque les deux composantes correspondantes se coupent. Ce graphe dual du diviseur exceptionnel est
Parbre de désingularisation de la singularité a l'origine.
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Remarques 3.1.3 1. Le théoréme est vrai aussi si on prend X = IP"(C) et pour C' une hypersurface
(définie par une équation), avec la généralisation de la notion de DCN & ce cas. La démonstration est par
contre trés longue ....

2. Ce théoréme est un théoreme local, c’est pourquoi dans la suite on revient & la situation ou C' est un
germe de courbe passant par O, et X est un petit ouvert de €2 ou €2 lui-méme.

3. Localement, la courbe C est définie par C = {f = 0}, ot f est un polynome en deux variables sans
facteurs carrés : en effet, si f contient des facteurs carrés la singularité n’est plus isolée.

4. Soit X = IPQ((D) et C' une courbe algébrique de X ; si X est une variété algébrique sur € et si on a
un morphisme 7 : X — X vérifiant les propriétés 1,2 et 3 du théoreme 3.1.2, alors on appelle aussi
“transformée stricte de C” I'adhérence C' de 771(C \ SingC) (qui n’est alors pas nécessairement lisse) et
I'adhérence de 7~ '(C) \ C est aussi appelée le diviseur exceptionnel de 7.

3.2 Eclatement de O € @2

Les coordonnées dans @2 sont notées (20, z1); dans IP*(@), les coordonnées homogenes sont notées (2o : 21).
Rappelons qu’on peut voir IP* (@) comme 1’ensemble des directions de droites de @, donc comme I’ensemble des
droites passant par O. Soit H = {((z0, 1), (20 : 21) € @* x P (@) | 2021 = w120}, ; cet ensemble H est I'éclaté
de O dans @*. On voit quun couple ((xo,z1), (20 : 21)) € C* x IP}(T) est dans H lorsque le point (xo,z1) est
sur la droite définie par (2o : 21).

On deux projections de H, l'une, 71, sur @2, Pautre, ma, sur IPl((IJ), et on a les faits suivants :

1 7 H\ 77 (0) — @\ {0} est un isomorphisme (bijection bihomomorphe);

2 7 : H — @2 est surjectif;

3 77 (0) ~ IP! (donc, m; est propre);

4 7y : H — PY(@) est un fibré en droites;

5 H est une surface complexe lisse recouverte par deux cartes décrites ci-dessous.

Sur PY(Q), on a deux cartes Up = {(20 : 21) | 20 # 0} et U = {(20 : 21) | z1 # 0}; les deux cartes de H sont
données par 75 ' (Up) et m; ' (U1). Sur 75 *(Up) on prend pour coordonnées (ug, vo), avec vo = o ; Sur 7, *(U1)
on prend pour coordonnées (u1,v1), avec v1 = x1. Le changement de cartes, donc lorsque uoui # 0, est donné
par

Ul = Ugy
v1 = (21 = Touo) = UoVo

Ainsi on a
(uo,v0) | uo € €, v0 € C} ~ @2
(u1,v1) | u1 € @, v1 € C} ~ @2

7T2_1(U0) = {(vo, wovo); (1 : uo)

7y H(U1) = {(urv1,v1); (ug @ 1)

D’ou les écritures de la projections 71 de H sur a? .
1. dans la carte ng(Uo) ¢ (uo,v0) — (vo, uovo) ;

2. dans la carte m; 1 (Us) @ (u1,v1) — (u1v1,v1).

3.3 Généralisation

L’éclatement d’un point étant fait localement, on généralise ce procédé pour éclater un point arbitraire p dans
une variété complexe M de de dimension 2. On prend une carte locale centrée en p, soit V. D’ou le diagramme

suivant :
V — M

1 !
V. — M
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ott M = M\ {p} UV en recollant le long de V' \ {p} On montre le théoréme 3.1.2 en construisant le morphisme
7w cherché comme composé d’éclatements de points, ceci a ’aide des développements de Puiseux. En plus
grande dimension, on a le méme procédé d’éclatement mais on doit éclater des variétés lisses de dimension
0,1,...,dim X — 2. La difficulté est de s’assurer qu’il suffit d’'un nombre fini d’éclatements pour obtenir 7.

3.4 Exemples

3.4.1 Exemple 1

Soit C' = {(20,z1) € C* | f(20,21) = Tox1} qui admet une singularité (isolée) en O

X ZTo = Vo
carte Uy (& gauche) : {m — wow
1= UoUo

nouvelle équation : uov2 = 0

N . ZTo = U11
carte Uy (& droite) : {:c —
1 =01

nouvelle équation : u1v? =0

"3 y_—r’j! u,=
x =0
X,’:O X,’:O

En recollant les deux cartes on obtient X :

éclaté de X

Et on peut construire facilement ’arbre de désingularisation :

N Y
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3.4.2 Exemple 2

Soit C' = {(z0,z1) € €* | f(20,21) = z§ — 21} qui admet une singularité (isolée) en O

&
> x =0
b€ =0
N To = Vo s . L To=w1n
ftape 1. carte Up (& gauche) : {961 - wovo carte Up (& droite) : {331 —

nouvelle équation : v¢(vo — ud) = 0

nouvelle équation : vi(ufv; —1) =0

Apreés regroupement des deux cartes :

4R

2
v =0
7

"a gauche”

On voit que dans la carte 7, ' (U1), il n’y a plus de singularité, et que la droite (double) {vi = 0} et
transverse avec la branche d’équation (u?vl — 1) = 0, donc, on ne regarde plus que ce qui se passe dans
l'autre carte, ol on continue a éclater car les deux branches ne sont pas transverses.



26 mars 2010, courbes 49

premiére carte (& gauche) : deuxiéme carte (& droite) :
Etape 2. {“0 = {”0 = w1
vo = uQUy vo = v} ,
nouvelle équation : v (uf — vy) = 0 | nouvelle équation : (1 — ufZv})vi® =0
vy -ud =0
-
/ Ll
vii= "a pauche"

Ici tout est lisse, mais dans la premiére carte il n’y a pas vraiment croisements normaux puisque les trois
branches se coupent en un méme point. Dans la deuxiéme, par contre on a terminé.

premiére carte (& gauche) : deuxieéme carte (& droite) :
/ " ! ", 1
2 Uy = Uy = UV
Etape 3. (B, {toZ
Vo = Uy Vg Vo = Uy
% 3¢, 11 12,116

nouvelle équation : v ug>(ug — 1) = 0 | nouvelle équation : uy?v{®(1 —uf) =0

"o —
Y =0

|15, - " -
ug =0 uy =0
en mettant les deux cartes ensemble

Maintenant tout est terminé.

Ce qui donne le graphe dual

6 3 ou #3 @—@i2

3.4.3 Exemple 3

Soit C' = {(20,z1) € C* | f(x0,21) = (x3 — 23) (23 — 23)} qui admet une singularité (isolée) en O
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5=
x5 - 0
Etape 1.
carte Up (& gauche) : carte U (& droite) :
To = Vo To = u1v1
{JHIUO’UQ {$1=’U1
nouvelle équation : nouvelle équation :

va(1 — udvo)(wo —ud) =0 | vi((uf —v1)(udvr —1) =0

2 e o
u; -v; =0

LT i, WY,

en mettant les deux cartes ensemble

4 _
v =0

Les deux branches sont séparées par le premier éclatement.
Etape 2. Ensuite, on éclate dans chacune des deux cartes en faisant ug = v',v9p = u'v’ (éclatement de Uy &

lorigine, et on ignore l'autre carte car tout est résolu) et w3 = v’',v1 = w'v’ (éclatement de U;) et la
transformée stricte a pour équation : v*(u? — v) x un inversible = u/>v'* (v’ — v') = 0.

u'-v'=
n'-v'=

v'4=0

n's =0 u's =0
en mettant les deux cartes ensemble

Etape 3. Ensuite dans les deux cartes on trouve : u/°v"* (v — v') = v"%u”*(1 — u”).
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10 10

. Nl

5 — — 1 s

en mettant les deux cartes ensemble,

(On indique seulement les multiplicités des composantes du diviseur exceptionnel)
Maintenant tout est terminé.

Ce qui donne le graphe dual

o (

3.5 Un cas particulier : f(xg, 1) = x5 — ]

Dans un premier temps, nous allons construire I’arbre de désingularisation du germe en O de la singularité
donnée par f(xo,z1) = b — 2, non pondéré, c’est-a-dire sans préciser les multiplicités des composantes du
diviseur exceptionnel. Pour cela on a besoin de résultats sur le développement en fraction continue du rationnel
p/aq.

Remarque 3.5.1 On supposera que p et g sont premiers entre eux, car si ce n’est pas le cas, et si d est le pged
de p et g, alors ’équation du germe de courbe en O devient 2P ¢ — y?¢ = 0, etle germe n’est plus irréductible.
Et c’est ce cas qu’on veut regarder.

3.5.1 Sur le développement des rationnels en fraction continue

Proposition 3.5.2 Soit p/q € Q" ; alors on peut écrire p/q sous la forme suivante :
_
qz + +;

9541

)

BIQ1+
q

avec g1 > 0,q; > 1,qs > 2. On appelle £ la suite des q;. C’est le développement en fraction continue de p/q

Remarque 3.5.3 Si p et ¢ sont premiers entre eux, on a :

p = qq+n
q = qri+r2
Ts—2 = qsTs—1 + 1

et dans ce cas, ¢s41 = rs—1.
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Définition 3.5.4 L’approximation lente de p/q est la suite formée des £ nombres rationnels suivants ;

1 1 1 1 1
132737”'7q17q1+13q1+77q1+7a"'7q1+77q1+q 7q1+ 1"'aq1+

2 3 q2 2+ 1 2+ 35 q2+£7”'
3 1 , . . 3 . 1 3
Exemples 3.5.5 — §:1+§etlapprox1mat10n lente deiest la suite 1,2,1—1—525.
7 7
- —-=1 t 1 imation lente de — est 1 it
5 + 2+% et 'approximation lente de ¢ est la suite
1 1 4 1
1,2,1+f:§,1+1+7**1+ :z

2 2 241 37 241 5

3.5.2 L’arbre de désingularisation de z? — y? en O

On suppose que p > g et on considere le développement en fraction continue de p/q, avec les notations ci-dessus.
Posons

ar = k, 1<k<aq
a = @t n+1<k<q+g
ar = q+ , a+@e+l1<k<qg+q+g

qz+m

etc...
Proposition 3.5.6 L’arbre de désingularisation du germe de courbe défini par x5 —x7 =0 en O (avec p et q
premiers entre euz) est obtenu de la maniére suivante : on marque sur une droite affine réelle d’origine Q les
points d’abscisse ay, qu’on numérote tk, pour 1 < £ < k, on garde le plus petit segment qui contient tous ces
points et au point € on attache une fléche.

Exemples 3.5.7

p_ 3. — _ _ 3
1 E—§.a1—1,02—2,a3—§

o3 2 8 #2
X X on
1 32 2
#
2 5:%:a1:1,a2:2,a3:%,a4:%,a5:%
#1 #4 N5 #3 #2
h V4 N
N\ 7% Ol
1 4/3 2/5 3/2 2
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Preuve (Suivre les étapes sur les figures données en fin de preuve)
Remarque 3.5.8 Si a > 2 et b > 2, alors la courbe d’équation u® — v® = 0 n’est pas lisse, et admet une
singularité a l’origine.

Au début, la courbe est tangente & 'axe 1 = 0 (voir “étape 0”). Dans la suite on prendra toujours la représen-
tation III pour indiquer que la transformée stricte de la courbe est tangente au IP* désigné, ceci méme si cette
transformée stricte est encore singuliere. On considere le développement en fraction continue de p/g. On a

p = qq+n r <gq
q = qor1+re ro <711
L = q3r2+7T3
Ts—2 = qsTs—1 + 1
Etape 1:

“A gauche” : 9 = v, 21 = uv, d’ott v1(vP~9 — u?) = 0, la transformé stricte est orthogonale au IP*
numéroté #1 (voir figure). A droite, zo = uv,z1 = v, d’ott v4(uPv?~? — 1) = 0, et il n’y a plus de
singularité. Désormais on ne travaille que du c6té ou il se passe quelque chose.
Etape 2:
On fait v = v,u = uv, d’ott v*4(vP 2% — y?), la transformé stricte est orthogonale au IP* numéroté #2.
Etape 3:
On fait v = v, u = uv, d’ott v*7 (VP37 — 49), la transformé stricte est orthogonale au IP* numéroté 43.
Etape qi1 :
On arrive & v (v™ — u?) (depuis I'étape 1 on fait toujours v = v,u = wv), la transformé stricte est
tangente au IP' numéroté fg;. On a r; < q.
Etape g1+ 1:
On “change de c6té” : u = v,v = uv d’ott w9171 (4™ —p97"1) la transformée stricte est orthogonale
au IP! numéroté f(g1 4 1). Ici la droite {u = 0} se projette sur la droite fig; par me. Donc, la transformée
stricte est tangente au IP' numéroté fq1, et ce IP! noté fg; va resté tangent & la transformée stricte jusqu’a
I'étape q1 + q2.
Etape g1+ 2:
On fait : v = v, u = uv d’ott w9299 271 ("1 —?72"1) g transformé stricte est tangente au IP* numéroté
#g1, et orthogonale au IP* numéroté #(q1 + 2), qui coupe le IP* numéro #(g1 + 1).
Etape g1+ 3:
On travaille toujours du méme c6té et on obtient le résultat illustré par la figure. La transformé stricte
est toujours tangente au IP' numéroté #g;. Ceci continue jusqu’a I’étape q1 + go.
Etape (g1 + q2) :
La transformée stricte a pour équation u™ — v™? = 0, en faisant v = uv,v = v; la composante f(q1 + ¢2)
est donc tangente a cette transformée stricte, et la composante fq1 est, elle, transverse a 'origine a la
transformée stricte.
Etape (g1 + g2 + 1) :
On fait u = v,v = uv. La transformée stricte a pour équation v"* ™" —u"? = 0; la composante #(q1 + ¢2)
est donc tangente & cette transformée stricte, et la composante (g1 4+ g2 + 1) est transverse a l'origine &
la transformée stricte.
Pour la suite suivre sur les dernieres figures (s = 2).
Que se passe-t-il “4 1a fin”? Au bout de (q1 +- - - +g¢s) étapes, on arrive & une transformée srticte dont I’équation

est v —u" ! =0, qui est tangente & la composante (g1 + - - - 4+ ¢s) du diviseur exceptionnel et transverse a la
composante f(q1 + - - - + gs—1) Voici la suite les étapes suivantes :



54

Etape (gr4+---4+qgs+1):

On a u = v,v = uv, d’ott la transformée stricte déquation —v™*~*~' 4+ 4 = 0. On obtient donc une nou-
velle composante du diviseur exceptionnel qui est orthogonale a cette transformée stricte, la composante
numéro #(q1 + - - - + ¢s) restant tangente a cette transformée stricte.

Etape (g1 + -+ + go41 — 1) :

C’est ’avant-derniere étape. On fait u = wv,v = v en partant de la transformée stricte précédente
d’équation u — v* = 0, qui était tangente & f(q1 + -+ + qs) et transverse & #(q1 + --- 4+ gs+1 — 2). On
obtient la transformée stricte d’équation u — v = 0 (donc une droite) ; cette droite et les composantes du
diviseur exceptionnel #(q1 + -+ ¢s) et #(q1 + - - - + gs+1 — 1) sont concourrantes a origine.

Derniere étape :

Tout se sépare : la composante #(q1 + - - + ¢s + gs+1) intersecte transversalement les composante #(q1 +
<o+ qs) et f(q1 4+ -+ + gs + gs+1 — 1) ainsi que la transformée stricte.

En suivant pas a pas ces étapes, on voit que 'arbre de désingularisation est bien celui qui est annoncé.
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I1

étape 0

oun

I11

pour mémoire ; {fxE0}
|

v=0},#1

#1

{v=0},#2

#l ——

etape 3

{v=0},#3
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{v=0},#q,

#4
- w . - T —  — - ] . _{X|=J}
#3— #qp1
——n #q-2) ,
) etape g,
#4 i
el #qp1,{v=0}
#3— #qp1
— % #(q.2) Te—
# pe .+
#4 #q, Haitl
TR s e i #q1+2
] #q,-1
——n #(q-2) —
# pPeqp2
#‘h #q 2
#4 = #qrtl
YL s #q3
#3— #qrl
— % #(q.2) —
) Peq+3
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#ql #q 1+(;|2-1
#4 q a2
o6 W B ——Js #qtq,
#3— #q,-1 :
—1—# #a,2) - ——#qel
#2 étape q,+q, #qr+2
#q, fafrq,  Hafq-2
#4 ffarg,—1
__t A — #q1+qz+.1
-3 #arl #q+1 :
1
—1# #(q2) |
2 S=2,l‘1=3 étape q1+q2+1 #qu'z

Dans la suite, on fait s = 2 et 71 = 3, et on illustre la fin de la désingularisation.

#q, fafrq,  Hafq-2
#4 ffarg,—1
__t T PO [t #q1+qz+.1
-3 #arl #q+1 :
1 |
——n #(q,-2)
0 s=2,r;=3 étape qp+qo+1 #qpt2
#qtq,
#q +q+l %
#4 4 ——
Tl #q1+qz+:2
tqpl +—
—1 = #(q,1) #q +2

) étape q +qu+2,5=2, r,=3
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#q .+
" L

- #gy)— | a3
#3— . #q +qp+l :

—1 7 #q, #q 1+2
1 “ — -
) étape q1+q2+3,s—2, r1—3

On termine par ’arbre de désingularisation ci-dessous.

\ #q,+4,) #y+2)
F(qrgt3)—N—H—- - X—X .
ﬂ‘lﬁ‘l;‘ 1) #ql+ 1)

7<

#(q+q,+2)

<

#(qy+q,+1))

#q, X

arbre de désingularisation

N

s=2, r=3 #(q,-1) 7

#4
#3

#2
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Pour comprendre ce qui se passe concernant les multiplicités des composantes du diviseurs exceptionnel, traitons
un dernier exemple : i’ — 2] = 0. La décomposition de 11/7 en fraction continue implique que I'arbre de
désingularisation (non pondéré) est le suivant.

#4 #2

X &

#6 )

#3°K

Effectuons explicitement les éclatements successifs, pour comprendre ce qui donnera 'algorithme de calcul des
multiplicités.
1.

To=V,T] = UV : 1)7(114 — u7).

Y o F .




2. u=wv,v=uv;uv(u—o®).

NP

#1

3. u=wv,v=uv; utv(v—u?).

4. u=wv,v=uv; u*'v*3(u - v?).

#1

55
5. v=uv,u=uv; u?v*®(u—v).
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// #5
22— — #1
#4 #3
6. v=uv,u=uv;uv" (u—1).
#6
—_ #1

#4 T
#5
#2

D’ou I'arbre de désingularisation pondéré.
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|t

I

33

11

)

21K

Si on regarde les résultats donnés par MAGMA : la commande MAGMA est

clear ;
k := RationalField() ;
kXY<X,Y> := PolynomialRing(k, 2) ; A2 := AffineSpace(kXY) ;

SetEchoInput(true) ;

C := Curve(A2, X"11 - Y°7) ;

G := ResolutionGraph(C, Origin(A2)) ;
G ;

Résultat :

> C := Curve(A2, X"11 - Y°7) ;

> G := ResolutionGraph(C, Origin(A2)) ;
> G

The resolution graph on the Digraph
Vertex Neighbours

(CL -3, 11, 2, 0D
([ -2,33, 7,001
([ -2, 55, 12, 0 1)
(C-1, 77, 17, 1 1)
([ -4, 21, 4,001
(rL-3,7,1, 00 ;

o O WN -
DO WN
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3.6 Arbre de désingularisation d’une branche irréductible donnée par son développe-
ment de Puiseux

Dans tout ce paragraphe, on considere un germe de courbe irréductible & singularité isolée en O.

3.6.1 Suite des multiplicités

Aprés un nombre fini d’éclatements de points, on obtient une transformée stricte qui est sans singularité. Si
on désigne par v; la suite des multiplicités des « singularités » des points au desuus de O sur les transformées
strictes, cette suite stationne au rang Navec des 1. On tronque cette suite pour obtenir (vo,v1,...,vN—1), qui
est la suite des multiplicités de la branche irréductible considérée.

3.6.2 Suite des multiplicités et développement de Puiseux

Connaissant le développement de Puiseux y = Z bhxh, si m est le plus grand dénominateur dans ce

heQ,h>1
développement, on déduit 1’écriture paramétrique suivante

x = t"
{y = ait" +ast"? + .- a; #0,k; € NU {0}

Comme on va itérer un processus sur les éclatements successifs, on ne suppose pas que k1 > m.
Avec ce point de vue, quatre cas peuvent se présenter.

1. k1 #0,m < k1, alors vy = m;
2. k1 #0,m > ki, alors vg = k1
3. k1 =0, m < kg, alors vp =m;
4. k1 =0, m > ks, alors vg = ka.

Pour comprendre les deux derniers cas, remarquons que lorsque ki1 = 0, cela veut dire que la courbe ne passe
pas par Dorigine et on procede alors & un changement de variables

2=z

Y =y-—am
et une fois cela fait, k2 joue le réle dévolu a ki dans les deux premiers cas.
On procede alors a ’éclatement de la courbe au point singulier.

T =v
Y = uv

{ w=aith" =™ 4 aqth2 "™ 4 ...

v=t"
T =uv
y=v

U= bltklfm + thk2+m72k1 N
v=ath + axt® 4 ...

Cas 1 La transformation est la suivante.

d’out

Cas 2 La transformation est la suivante.

d’ou
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Cas 3 La transformation est la suivante.

T =0
y— a1 =uv
d’ou
U= agtt2 ™™ 4 azthiT™ 4.
v=t"
Cas 4 La transformation est la suivante.
T =uv
y—ay =v

d’ou

u = bltm7k2 + -
v = agt®? + azthd + ...

On peut appliquer dans ces quatre cas le résultat précédent (il y a quatre cas dans chacun des quatre cas
etc.). Cette construction donne un algorithme qui permet de calculer la suite des multiplicités de cette branche
irréductible.

On peut préciser les choses dans le déroulement de cet algorithme. Supposons qu’au départ on se trouve dans
le cas 1. Alors v, = m. Si a la deuxiéme étape, on se trouve a nouveau dans le cas 1, alors v1 = m et 2m < kj.
Plus généralement, si m < ki, la division euclidienne de ki par m s’écrit k1 = um + r, avec 0 < r < m, et on

am=1vy=v; =---=1v,_1. 517" >0 alors v, =r, et a ’étape suivante m prend la place de k1 et r celle de
m. Ce qui conduit 3 effectuer la division euclidienne de m par 7 : m = u’r +1’, et cela permet de donner les p’
multiplicités suivantes. On a v, = --- = v, 4,»—1 = 7. Comme on le voit, on est en train de réaliser I’algorithme

d’Euclide de recherche du pged de m et k1. On écrit ' = p”’v"” + 1", ce qui donne p'” fois la multiplicité r”.

En dernier on obtient r*~Y = u<k+1)r(k), ce qui est le cas qu’on a laisser de c6té ou le reste est nulle dans la
division euclidienne.

Si au début on se trouve dans le cas k1 < m, alors uo = 0 et 7 = k1, puis tout se passe comme dans le cas 1.
Reste & comprendre ce qui se passe lorsqu’on se retrouve a la fin de I'algorithme d’Euclide, c’est-a-dire lorsque
le reste est nul. Alors en fait on est dans 'un des cas 3 ou 4. C’est-a-dire que on a

(k) . o
u=1t" " + termes de degré supérieur
v = c.t®7F1 4 termes de degré supérieur

On itére lalgorithme d’Euclide pour le couple (k2 — k1, 7'(’“)).

Conclusion. La suite des multiplicités est obtenue a partir du développement de Puiseux en effectuant 1’al-
gorithme d’Euclide en commengant par k; — k;—1 entre deux exposants successifs et la derniére multiplicité
calculée dans I’étape précédente.

En fait, seuls les exposants caractéristiques (ceux qu’on trouve dans la partie caractéristique du développement
de Puiseux) interviennent. En effet, si k1 n’est pas un exposant caractéristique, alors k1 est un multiple de
m, et les p premiers éléments de la suite des multiplicités sont égaux & m. Puis, on écrit ko — k1 = u'm + 1’
pour en déduire que les u + u’ premiers éléments de la suite des multiplicités sont égaux a m. Or, ke > ki,
donc ks > pum. L'« oubli » du terme ax,t** conduit au méme résultat : on écrit k2 = (u + p')m + . On
faisant le méme raisonnement avec tous les exposants non caractéristiques, on voit que seuls les exposants
caractyéristiques jouent vraiment un roéle dans cet algorithme. D’ou le théoreme 3.6.1 suivant.

Théoréme 3.6.1 (Enriques-Chisini) Pour une courbe irréductible dont la partie caractéristique du dévelop-
pement de Puiseux s’écrit

r=1t"
y:altk1+...+agtkg
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la suite des multiplicités s’obtient a partir de la suite des g algorithmes d’Euclide suivants.

Ki =  M31Ti1 + T2
Ti,1 =  Mi,2Ti2 + 763
pour 1 <i<g
Tiw(@)—1 =  Miw(@)Tiw(i)

00 1 <7541 <7Tig, ki =ki —kic1 (ko=0), pour 1 <i<g, et r;g = Ti_1,w(i—1) pouri>1etri1=m.
Avec ces notations la multiplicité r; j apparait p, ; fois, éventuellement plus si le méme r;; est présent lors de
l’execution d’algorithmes d’Fuclide successifs.

Réciproquement, on obtient, a partir de la suite des mutliplicités, la partie caractéristique du développement de

Puiseux de la courbe en utilisant la chaine des algorithmes d’Fuclide ci-dessus.

3.6.3 Développement de Puiseux et arbre de désingularistion
3.7 Arbre de désingularisation d’une courbe réductible 4 deux branches

L’arbre de désingularisation d’une courbe a deux branches est déterminées par la suite des paires caractéristiques
de chaque branche et par I’exposant de coincidence entre ces deux branches.

Définition 3.7.1 On dit que la fraction m/n est un exposant permis pour un développement de Puiseuz ¢ si
les séries de Puiseuz @(x) et p(x) + Xx™/™ ont mémes paires caractéristiques pour tout X € T\ S, ot S est un
sous-ensemble fini de C.

Exemple 3.7.2 Si o(z) = z3/% 4+ 2°/% les exposants permis sont : 1,3/2,4/2,9/4,10/4,11/4, .. ..

Remarque 3.7.3 Lorsque m/n est ’'exposant de coincidence entre deux branches, m/n est un exposant permis
pour 'une ou 'autre, voire les deux, branches en question.

3.7.1 Cas ou ’exposant de coincidence est un exposant permis pour les deux branches

Dans ce cas, les deux branches ont mémes paires de Zariski jusqu’au rang, disons, ¢ — 1 : &, cee Pizt e qui
q1 qi—1
permet d’écrire ’exposant de coincidence :
m i— D
i pil + b1 4+ .4 Di-1 + p
n g1 192 qr---qi-1 g1 Qi-1

o p = 0 : dans ce cas on obtient l’arbre de désingularisation de f.g en confondant l'arbre de f (dont le
développement de Puiseux est ¢) et celui de g (dont le développement de Puiseux est 1) jusqu’au sommet
numéroté u vérifiant

op>0eti—1=g=g :dans ce cas les parties caractéristiques des deux branches sont égales, il y a une
infinité d’exposants de coincidence possibles.

o p>0eti—1<g:deux cas se présentent.
ei—1=g
ei—1<g
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